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Uebersicht. 



JJie vorliegende Arbeit enthält Betrachtungen über die Dar- 
stellung willkürlicher Functionen durch Kreis-, Cylinder- 
und Kugelfunctionen. Eine gewisse Abweichung von der 
gewöhnlichen Theorie dieser Darstellungen ermöglicht es 
uns, den auftretenden Sätzen eine weit ausgedehntere 
Grültigkeit zu verschaffen. Wenngleich durch diese Ab- 
weichung die Fragestellung bei den betreffenden Problemen 
in willkürlicher Weise geändert erscheinen mag, so dürfte 
gerade die Vergleichung der so gewonnenen Resultate mit 
den bekannten von einigem Interesse sein. Neben diesem 
theoretischen Interesse war für uns die Anwendung auf 
Fragen der mathematischen Physik massgebend, in welcher 
nicht Darstellungen, wie sie in der üblichen mathematischen 
Theorie betrachtet werden, sondern derartig modificierte 
Darstellungen gebraucht werden, wie sie im Folgenden 
vorkommen. 

Das erste Kapitel behandelt die Fourierschen Integrale 
und Reihen*) und giebt die deutlichste Vorstellung von der 
Beschaffenheit und den Zielen des in dieser Arbeit einge- 
schlagenen Weges. Das zweite Kapitel behandelt Dar- 
stellungen durch Doppelintegrale mit .Cylinderfunctionen, 
das dritte Kapitel Darstellungen durch Reihen von Kugel- 



I *) Für solche Reihen hat Harnack ähnliche Betrachtungen 

angestellt: vgl. § 5 dieser Arbeit 

1 
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funotionen. Der Gang der Untersuchung in diesen Kapiteln 
musste leider häufig unterbrochen werden durch Aufsuchen 
von Grenzwerten der Cylinder- und Kugelfiinctionen in 
singulären Punkten. 

Auch war es wesentlich, gewisse bestimmte Integrale 
auszuwerten und Reihen zu summieren, welche bei den 
Darstellungen eine wichtige ßoUe spielen. Die hierher zu 
rechnenden Formeln habe ich zum Teil auch in anderen 
Arbeiten gefanden; sie werden hier durch ein einheitliches 
Verfahren ohne grosse Schwierigkeit abgeleitet. 
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Kapitel L 

Zur Theorie der Fourierschen Reihen und Integrale. 

Die folgenden Untersuchungen beschäftigen sich nicht 
direkt mit den Fourierschen Reihen und Integralen, sondern 
nähern sich jenen Theorien auf einem Seitenwege. Die 
neuen Gesichtspunkte, welche hierbei gewonnen werden, 
dürften dazu beitragen, unsere Anschauung von der Natur 
jener Ausdrücke zu vervollständigen. 

Das Fouriersche Integral ist begrifflich einfacher als 
die Reihe und soll zuerst besprochen werden. Wir behaften 
die Function unter dem Integralzeichen mit einem Faktor, 
welcher ausser der Integrationsvariabeln einen positiven 
Parameter t enthält. Dieser Faktor beschleunigt die Con- 
vergenz der Integrale und soll gelegentlich Convergenz- 
f aktor genannt werden. Für den specieUen Parameterwert 
t = gehen die entstehenden Ausdrücke in den Wert des 
Fourierschen Integrales über. Es soll aber nicht dieser 
Wert betrachtet werden, sondern derjenige, welcher bei 
abnehmendem t in der Grenze für f = erhalten wird. 
Als Convergenzfaktor werden benutzt die Grössen 

— Xt — X^t 

e und e 

Die Integralausdrücke lauten demnach: 

lim — / e dl I f (a) cos l (x — a) da 

t=o ^ J J 



und 



00 6 

lim — je dl I f(a) cos l (x — a) da 

t = o ^ J J 



1* 
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Die Untersuchung ergiebt, dass durch diese Ausdrücke 
jede stetige, ja sogar jede integrable Function f{x) zwischen 
beliebigen, reellen Grenzen a und b dargestellt wird. Da- 
mit ist offenbar die äusserste Grenze für die Darstellbarkeit 
einer Function erreicht; denn die Bedingung, dass f (x) 
iutegrabel sei, ist für die Aufstellung des Fourierschen 
Integrales unerlässlich. 

Betrachten wir das durch den Convergenzfaktor er- 
weiterte Fouriersche Integral als Function von t und be- 
zeichnen es mit O (t)^ so ist der Verlauf dieser Function 
folgender: Solange t positiv ist, hat 0{t) einen bestimmten 
Wert und nähert sich mit abnehmendem t der Grösse f{x). 
Sobald t einen negativen Wert erhält, verliert (D(t) seinen 
Sinn und wird unendlich gross. Ueber die Stelle ^ =^ 
lässt sich allgemein nichts aussagen; es hängt von der 
Natur der Function f {x) ab, ob O (0) divergiert oder die 
Grösse f{x) darstellt. 

Diese Betrachtungen haben für die Anwendungen 
eine grosse Bedeutung. Denn hier handelt es sich immer 
um Grenzwerte, welche eine Functian, die für das Innere 
eines Gebietes definiert ist, annimmt, wenn man sich auf 
den Band des Gebietes begiebt, während die Functions- 
werte, welche zum Bande selbst gehören, in vielen Fällen 
nicht definiert sind. Fasst man z. B. t als Coordinate 
der Zeit auf, so stellen die obigen Integrale Ausdrücke 
dar, welche in der Theorie der Wärmeleitung, bez. der 
Elasticitätstheorie fundamental sind. Denn sie genügen 
den partiellen Differentialgleichungen: 

a^ -TT— ö nnd -^ttö^ = a^ 



dt dx^ dt^ Sx^' 

wenn man etwa x mit ax vertauscht. Das Ergebnis der 
nachfolgenden Untersuchungen lautet dann : Jedes derartige 
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Problem ist lösbar, wie auch die Function f {x) gegeben 
sein möge. 

§ 1. Wir beweisen die Gleichung: 

w b 

fix) = lim lim — \ die 1 f{a)co8l(x — a)da. 

t=.0 w = 00 ^ J J 

a 

Hier bedeutet t einen positiven Parameter, f(x) werde 
zunächst als stetig zwischen den Grenzen a und h ange- 
nommen; und es sei a <! flJ <C 6. Wir zeigen zu diesem Zwecke 
I. dass die Gleichung besteht: 

10 b 

lim I e dX I f (a) cos l{x — a) da == 

to = 00 J • J 

a 

b to 

/f{a)da lim 1 e cosl{x — a)dl . . . 1) 

to = CO J 

Zunächst haben wir bei beliebigem endlichen w: 

to b 

je dl I f(a) cos l{x — a)da = 

a 

to 

I f{a)da je cosA(äj — a) dl 





b 



2) 



Aus dem BegriflTe des Limes ergiebt sich als selbst- 
verständlich das folgende Theorem: Wissen wir von 
zwei Grössen, dass sie für alle positiven Werte 
eines Parameters t übereinstimmen, wissen wir 
ferner, dass eine der Grössen einen Grenzwert für 
t == besitzt, so ist dieser Grenzwert gleichzeitig 
derjenige Wert, den die andere Grösse in der Grenze 
für t = annimmt. 



Die Gleichung 2) gilt für alle positiven Werte von w. 
Setzen wir daher etwa m; = — , so kommt obiges Theorem 
auf jene Gleichung zur Anwendung und ergiebt: 

w h 

lim l e dl //*(«) cos ^(o; — a)da=^ 

W = CO J J 

h i» 

lim / f{a)da 1 e cos^(äj — a)dX. ... 3) 

tt? 3=3 00 J J 

a 

Die rechte Seite ist identisch gleich 8 — lim .B, wenn 

w=oo 

:c)dX 



r r -i^t 

^ "^ \ fic)d" I ß oos/'(a5 — a] 

i OD 

r r -i?t 

B = j f{a)da je cos X (x — a) 



dl. 



Hier ist: \B\^g.Q.{h — a), 
wo g den grössteu Wert, welchen die Function 



/ 



e cos l (x — a) dl 



annimmt, wenn cc das Integrationsgebiet durchläuft, und Q 
den grössten "Wert von | /*(«) | in dem gleichen Gebiete 
bedeutet. Nun ist 

lim g = Oj also auch lim 1 Ä 1 =0, 



und 



lim B = 0. 

tu = 00 
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Auf Grrund dieses Resultates geht die Gleichung 3) in die 
zu beweisende Gleichung 1) über. Obiges Theorem, noch 
einmal auf die Gleichung 1) und' zwar in bezug auf den 
Parameter t angewandt, ergiebt die Gleichung: 

OD 6 

lim je dl f{a) coal(x — a)da = 

lim / f{a)da 1 e cos^(a; — a)dl ... 4) 



6 00 

lim / f(a)da je cos^(a? — a) ( 



e 





falls gezeigt werden kann, dass der Grenzwert der rechten 
oder der der linken Seite einen Sinn hat. 
n. Der Wert von 

\dl 
ö 

hängt nur von dem Verhalten der Function f{x) in der 
Umgebung der Stelle x ab. 

Nach bekannter Formel ist: 

cosl(x — a)dl =-2y Y^ * R^^l 

0' L J 

Der Ausdruck rechts stellt, falls nicht gleichzeitig ^ = 
und a = o; ist, eine stetige Function von t und x dar, 
welche für t = in den Wert übergeht. Schliessen wir 
die Stelle a = a? in ein endliches Intervall d -f d' ein , so 
geht dieselbe in dem Bestintervall sogar gleichmässig 
stetig in den Wert über. Wir können daher t so klein 
wählen, dass für 

a -^ a -^ X — d und x -\- d* -^ a -^h 
die Ungleichung erfüllt ist: 



f 
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wo € eine beliebig kleine vorgegebene Grösse bedeutet 
Alsdann wird: 



x-cF 



|/^.n.)l/f 



— _ (x-aY 
e 4t 



<{x-d-a) G. 



{b—d)Q 



und 



^jdafia)]/ 



7t 



{x - «)a 



4^ 



X + (f' 



< Q)-x-8% O , 



{b—a).G 



Durch Addition dieser Gleichungen erhält man 

7C T-7 

e 4^ __ 



_ (X - «)2 

e 4^ 



und 



a 

^ 6-a-(a; + d0 + (a;-d) \ 

V 6 - a ; • ' 

6 



< 

d. h. < « 



4^ = 



X+(f' 






(a; ~ «)2 



4^ 



5) 



Hierdurch ist die unter 11 aufgestellte Behauptung 
erwiesen. 

III. Es ist 

lim ^1/^ daf{a) e ^t -^ ^t , f {x) 
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Führen wir eine neue Integrationsvariable ß ein durch 
die Gleichung: 

SO wird 

|l/y/d«^(«)e" 



X — a 
2 VT' 



wenn gesetzt wird 






« V ' 



t;i = V^ /•(x) \ e dß, 



+ cr 



2 y/* 



2^W 



V2 



2y/T 



/'(a;^2V'«/3) — /•(»){ e ^ dß. 



Wir behaupten, dass lim v% = ist. Es wird nämlich 



w« 



< y 



äV^ 



TT 



/•(a^f^2V^^) - /^(aj) 



e dß 



2v/ * 



Nun variiert das Argument x -{- 2 V t ß zwischen 
X — d und X + (J'j wenn ß das Integrationsintervall durch- 
läuft. Den grössten Wert von | /* (cc + 2 ^T /?) — /" (x) \ 
zwischen diesen Grenzen bezeichnen wir mit g. Da f{x) 
stetig ist, kann der Ungleichung 

Tv.g < e 

für jedes endliche (von verschiedene) e durch Wahl eines 
endlichen Wertes von d und d* genügt werden; und diese 
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letzteren Werte genügen für alle kleineren Werte von tj 
wenn sie für ein bestimmtes t passend gewählt wurden, 
brauchen also bei abnehmendem t nicht geändert zu werden. 
Nun wird 



V^ +00 

\Ü2 ' ''~ 



^ y^Tt .g. je ^^ dß < y^ ,g. e ' ^^ dß ^rt.g 



und somit j V2 | <C c bei jedem Werthe von t 

Zweitens kann man dann t offenbar so klein wählen, 
dass sich vi von dem Integrale 

V^ fix) / f?"" ^' dß = 7vf{x) 

— 00 



beliebig wenig unterscheidet. Sonach ist 

/ — {x — «)' 






lim / daf{a) y "[/y 



e ^t = 

-cT' 



lim (vi -f- ^2) == ^ . /* (a?) 6) 

Hierdurch ist gleichzeitig die der Gleichung 4) zu gründe 
liegende Voraussetzung bestätigt. 

IV. Fassen wir die Gleichungen 4), 6) und 6) zu- 
sammen, so ergiebt sich, wie eingangs dieses Paragraphen 
behauptet worden, 

w b 



1 f -lu r 

lim lim ~:^ 1 die 1 da f{a) cos A (a; — a) = 



fix) 



Wir hatten bei diesem Beweise nicht nötig, der Function 
f{x) eine andere Beschränkung aufzuerlegen als die der 
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Stetigkeit. Es darf z.B. fix) unendlich oft im Integrations- 
gebiete vom Wachsen zum Abnehmen übergehen. 

§ 2. Aehnlich gestaltet sich der Beweis, wenn man 
g"~ durch g" ersetzt. Wir behaupten, dass auch 

hier die Gleichung besteht: 

w b 

1 r ^ xt f 

lim lim ~r 1 dl e 1 f(a) cos l{x — (x)da = f{x) 

Hierin sei f {x) gleichfalls stetig, sonst aber keiner Be- 
dingung unterworfen. 

I. Es ist wiederum 

to h 

lim I die I f(a)cosl(x — a)da = 



10 :=i (X> 
b 



I 



/—x t 
e co3l(x — a)dl 



solange t > ist. Der Beweis ist genau so zu führen, 
wie im vorigen Falle. Desgleichen gilt auch 

r ^ ^ xt f 

lim I dl e 1 f{a) cos l{x — a)dl = 

f» OD 

lim \daf{a) je G08l{x—a)dlj ... 7) 

falls gezeigt werden kann, dass der Ausdruck der rechten 
oder der der linken Seite auch in der Grenze für f = 
einen Sinn hat. 

n. Der Wert von 

r 
lim / da f{a) 1 e cos l(x — a) dl 

a ü 
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hängt nur von den Werten der Function f an der 
Stelle X ab. Es ist [t> 0] 

f - Xt 

I e cos A (a? — a) dl == 



1 f\ - X(t-\-i[x-a]) -X(t-i[x-it\) 



dl = 



1 1 1 . 1 ! = ^ 

2 I t-{-i ix — a) ^ t — i{x — a) \ t^ + (x — af 

Diese Function geht für f = und x'Sa stetig in den 

Wert über. Schliessen wir die Stelle o? = a in ein 
Intervall von der Grösse (J -f- ^' ©in, so geht in dem Eest- 
intervalle die Function sogar gleichmässig stetig in den 
Wert über. Wir können daher für 

a -^ (X '<^ X — d und x -\- 8' '^ a -^h 

die Ungleichung 

durch Wahl eines genügend kleinen t befriedigen. Daraus 
schliessen wir, wie oben: 

III. Es ist 

lim \daf (a) -s- = tv . f (x) 



Denn setzen wir 

X — a 



= ß 
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a = X — d . . ß = -\ — 

so wird für \ ^^ 

a = x + & . . ß = 

z 

und 

t 
Führen wir Grössen vi, V2 ein durch die Gleichungen 



+1 +1 

^ t ^ t 



VI - /'(^)/tt;^' V2=j\nx-ßt)-f{x)\- 



dß 



_^ 

t t 

so ist genau wie oben: 
lim / da f{a) ^^,^^_.^ = lim^ {vi-^-v^) = tt . f{x) 9) 

IV. Combinieren wir die Gleichungen 7), 8) und 9), 
so ergiebt sich in der That 

w h 

lim lim — \ dl e 1 f(a) gosI(x — a) da = f(x) 

t==0 w = ^ ^ J J 



Anmerkung: Für die Grenzpunkte a und b be- 
dürfen diese Formeln einer Einschränkung. Schliessen 
wir nämlich den Punkt a z. B., wie früher, in ein Inter- 
vall von der Grösse (J -|- d' ein, so würde das Stück von 
a — d bis a nicht in betracht kommen, da f{x) hier nicht 
definiert ist. Dementsprechend verwandeln sich die 
Grössen vi in § 1 und § 2 in 



— u 



v\ = V 



. fix) je dß bez. = f(x) J iZfß^ 



und es wird in beiden Fällen 



lim v'i = — f(x). 



2 



(Die Grössen V2 werden jetzt umsomehr gleich 0). Unsere 
Formeln stellen also in den Grenzpunkten nicht die Grössen 
f{a) und f{b) selbst dar, sondern nur die Hälften derselben. 
"Wollte man auch hier ihren vollen Betrag darstellen, so 
müsste man etwa folgendermassen verfahren. Man ver- 
grössere die Integrationsintervalle über a und b hinaus 
um die Stücke ei und 62 und lege f(x) hier Werte bei, 
welche sich stetig an die "Werte f{a) und f (b) anschliessen. 
Nach der Integration lasse man ei und e% nach conver- 
gieren. 

§ 3. Unsere Sätze gelten für beliebige inte- 
grable Functionen f{x) zwischen beliebigen reellen 
Grenzen. 

Di e Function /*(a?) besitze Unendlichkeitsstellen ci,C2, . . . ., 
in beliebiger Anzahl, femer möge die eine, oder auch beide 
Grenzen a und b ins Unendliche rücken, so dass eventuell 
a = — CO ^ b = -\- CO wird. Sind unendlich viele Unend- 
lichkeitsstellen vorhanden, so müssen Häufungsstellen im 
Endlichen oder auch im Unendlichen auftreten. Jedenfalls 
können wir, falls f integrabel ist, diese und die vereinzelt 
liegenden UnendlichkeitssteUen in eine endliche Anzahl 
von p Intervallen von der Grösse di -]- d'i einschliessen. 
Der Unendlichkeitspunkt bez. die Häuftingsstelle im Innern 
eines jeden Intervalle« werde mit d bezeichnet. Die 
Function f{x) sei dann lediglich den Bedingungen unter- 
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worfen, dass sich endliche Zahlen a\ b\ <!i, (J'i, ^2, 3% . . 
dp, d'p finden lassen, so dass die Grösse 

Ci-ffi Ci-cfa Ct-'&s h' 

I + / + I + -^ I ^«^(«) 

einen Sinn hat und sich um weniger als eine beliebig . . . a) 
kleine Grösse e ändert, wenn man die Zahlen (Ji, ^'1 . . dp, d'p. , .ß) 
nach 0, die Zahlen a', b* nach + 00 convergieren lässt. Mit 
diesen Annahmen ist bekanntlich noch verträglich, dass 
f{x) in einer reducti beln Menge von Punkten Sprünge be- 
besitzt, oder unbestimmt wird, oder bei Annäherung an 
dieselben zwischen endlichen Grenzen hin- und herschwankt. 
Dann convergieren die Integrale der §§ 1) und 2). Die 
Integration von a bis b ist dabei so zu verstehen, wie das 
obige Schema angiebt, also nach Ausschluss der Unend- 
lichkeitsstellen X = Ci und der unendlich fernen Punkte 
X = a und x = b mit ihren resp. Umgebungen. Femer 
ändern sich die Integrale der §§ 1) und 2) nur um Grössen fi, 
welche durch Wahl der Zahlen ^i, a\ b' beliebig klein ge- 
macht werden können, wenn man die di nach 0, die a*, b* 
nach 00 convergieren lässt. Diese Grenzübergänge sind an 
den fertigen Integralen (also nachdem der Grenzübergang 
w = CO vollzogen ist) auszuführen, jedoch bevor man ^ = 
werden lässt. Der Wert, den die Integrale alsdann 
darstellen, liegt innerhalb des „Wertevorrats"*) 
von f (x) an der Stelle x, so also, dass an einer 
Stetigkeitsstelle die Function f{x) selbst, an einer 
Unstetigkeitsstelle, in deren Umgebung f{x) grösser 
als g, kleiner als O ist, ein Wert dargestellt wird. 



*) Diese Ausdrucksweise wird mehrfach von Hamack in Serrets 
Differential- und Integralrechnung (Anhang: Fouriersche Beihen und 
Bitegrale) angewandt und empfiehlt sich durch ihre Kürze. 
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welcher zwischen O und g liegt. Dies gilt jedoch 
nur für Punkte r», welche einer der Bedingungen: 

a'^ir^Ci — (Ji, Gl ^ d\^x£C2 — d2, . . . Cp^ d'^^x^V . . . y) 

genügen. Für die Stellen Ci . . . Cp und die Stellen a, 6, 
wenn sie unendlich sind, kommt der Wert des Integrales 
nicht in Frage. 

Um die Behauptungen dieses Paragraphen zu be- 
weisen, gehen wir die Schlüsse des § 1 noch einmal durch 
und prüfen sie auf ihre Zulässigkeit bei einer Function, 
über die nur die Voraussetzungen of) und ß) gemacht sind. 
Dabei halten wir zunächst die endlichen Zahlen a', 6', di, 
(J'i, ^2, (J'2, . . dp, d'p fest, so dass wir zunächst nur von 
Integralen über endliche Functionen mit endlichen Grenzen 
zu sprechen haben. 

In der Gleichung 2) (§ 1) ist die Function /*(«) cos ^(a? — a) 
jedenfalls in denselben Grenzen integrabel nach a, in denen 
es f (a) ist. Dieselbe ist femer eine stetige Function von A 
falls l ^ w und zwar eine gleichmässi^ stetige Function 
für alle Werte von a, welche im Integrationsgebiet (a' 6') 
liegen. Setzen wir daher 

F(l) = -f / 4- . / /"(a) cos ;i (a; — a) Äa, 

so ist F (l) eine stetige Function von A in dem Gebiete 
^l <w und darf über dieses Gebiet integriert werden. 
Es hat also die linke Seite der Gleichung 2) einen Sinn. 
Desgleichen die rechte Seite. Denn setzen wir 

(a) = I cos A {x — a) e dl, 



so ist <Z> (a) eine stetige Function von a innerhalb der end- 
lichen Grenzen a', b'. Es ist also O (a) . f (a) eine inte- 
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grable Function in demselben Gebiet, in dem es f{a) ist. 
Die Grleichung 2) bleibt also in unserem Falle bestehen 
und ebenso können die anderen Schlüsse unter I. (§ 1) so 
wie früher ausgeführt werden, wenn man die Grössen 
ff, 6, a bez. mit Q', h\ a' vertauscht. 

Wir lassen sodann die Zahlen a\ &', (Ji, ... variieren, 
so dass die Grössen di^ d'i nach 0, die Grössen a\ V even- 
tuell nach — 00, bez. + ^ si^t bewegen und behaupten, 
dass die Bedingung ß) für 



/^ 



fda 
ein gleiches Verhalten von 

QO 

l e dl l f cos lix — a) da 

nach sich zieht. Da es sich hierbei um Grenzwerte handelt, 
haben wir nach dem Theorem auf pag. 6 nur je eine 
Seite der auftretenden Gleichungen zu betrachten. "Wir 
nehmen die rechte Seite der Gleichung 1) und zeigen, dass 
sich dieselbe beliebig wenig ändert, wenn a* nach — oo ab- 
nimmt, während die Zahlen 6', <Ji, (J'i, . . . festbleiben. 
Für X gilt eine der Ungleichungen y) auf pag. 16. Wir 
zeigen also, dass 

Aa)41/^e 4^ da <Ce 

a 

gemacht werden kann dadurch, dass man von vornherein 
a' genügend gross wählt. In der That: wir können auf 
obige Grösse den zweiten Mittelwertsatz anwenden, weil 

die Function "ö" |/ "7" ^ ^ ^ ^^ ^®^ vorliegenden 

Intervalle beständig wächst; denn die Stelle a = x, die 
einzige, an welcher die Function vom Wachsen zum Ab- 
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nehmen übergeht, liegt ausserhalb dieses Intervalles, Wir 
können also statt der obigen Grösse setzen: 

- _ (£^_a)^ f 1 /— - ('^-''')' /' 

Jm^ll/^r ^t jf{a)da-Y\y^e ^t jf{a)da- 

a ai 

ai ist ein passend zu wählender Wert zwischen a und a'. 
Nach der Voraussetzung ß aber können die neuen Integrale 
und mithin der ganze Ausdruck durch Wahl von a' be- 
liebig klein gemacht werden. Ein gleiches gilt z. B. für 
die Stelle 61 _. Hier haben wir den Ausdruck: 

lim ff(a)^l/^e ^i~ da, 

T==0 J 1 ^ t 

welcher nach dem zweiten Mittelwertsatze gleich wird: 

(^-c,-t-<y,)2 Y^^ 
_l.]/-e ^t jf(a)da + 

limi-l/^e 4* f(,a)da 

Nach der Voraussetzung können die beiden hier auftreten- 
den Integrale durch Wahl von (Ji beliebig klein gemacht 
werden. Ebenso verfährt man an den übrigen Stellen 
Ci -p, C2 _, C2 +, . . . Cp _, Cp 4-, -\- CO und zeigt, dass die 
von und 00 verschiedenen Zahlen a', 6', ^1 . . . d'p so 
gewählt werden können, dass unsere Integralausdrücke sich 
im Ganzen um weniger als eine beliebige Grösse rj ändern, 
wenn man alle jene Zahlen einzeln oder gleichzeitig in 
irgend einer Weise gegen bez. 00 convergieren lässt. 
Dieses Resultat berechtigt uns, im Folgenden die Grössen 
a, i, d wiederum von 00 bez. verschieden anzunehmen, 
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da der Fehler, den diese Annahme hervorruft, unter jede 
Grenze herabgedrückt werden kann. 

Alsdann bleiben die Ueberlegungen in II ungeändert 
bestehen, wenn wir nur b\ a\ O* an Stelle von 6, a, O 
setzen. Desgleichen gilt für eine Stelle, wo f{x) stetig 
ist, das in III Gesagte. Wir haben daher für eine solche 
Stelle 

Findet an der Stelle x ein Sprung statt, so dass lim -f{x — S) 
und lim f{x~{-d) existieren, aber von einander verschieden 

sind, so ist das Integral 1 da . . zu teilen in die Integrale 

x+^' 

I da , . und 1 da . . und diese sind einzeln zu be- 
handeln. Führt man nun ein: 



vi<^> 



= f{x-0) da^Yje 4^ ,vi<^^ = f(x-i-0) da.., 



x-(f 

a;+(f' 



ü x-j^o' 

-.j{f{x-0)-f{a)) da . ., tti® = y(/(a)-/-(a; + 0)) da . ., 



SO wird ähnlich wie früher 

lim vi^^\ = ^f{x — 0); lim vi^^^ = ^/^(oj+O) 

lim V2^^^ == lim t;2^^ = 

2* 
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und 



lim / da f{a) . . = lim (ta(^> + m^^^ + vi^^ + t^2<^) = 
^ = J * = o 

^{f{x-0)-\-f{x + 0)) 

Ist die Stelle o? eine derartige Unstetigkeitsstelle, dass die 
Grenzwerte lim. f{x — 6) und lim f{x-{-S) unbestimmt 

sind, so bezeichne Q den grössten, g den kleinsten "Wert, 
welcher in dem „Wertevorrat" der Function an dieser 
Stelle und in ihrer Umgebung enthalten ist. Dann 
schliessen wir: 

x-{-d* x-\-S' x-\-ö' 

g da . . <i f{a) da . . <i O da . . 

X — rf X — (f x—^ 

und x-\-6' 

^ . g <i lim l f {a) da . . <l O , 7t 

Hat endlich lim f (x — d) einen Sinn, während lim fix-{-d) 
keinen Sinn hat, so erhalten wir 

Y (9+n^-O)) <lmij f(a)da..<^(0 + f{x- 0)) 

x-^ 

Aus diesen Gleichungen folgt, wie früher unter IV, 
dass die Integralausdrücke der §§ 1 und 2 eine integrable 
Function f (x) darstellen an allen denjenigen Stellen, wo 
f {x) stetig ist. Ist aber f im Punkte x unstetig, so zwar, 
dass f für grössere und kleinere Werte als x stetig ist, 
so stellen jene Ausdrücke den Wert 

\\m\\f{x-^S) + f{x-d)\ 
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dar. Ist f im Punkte ic- unbestimmt innerhalb der Grenzen 
O und g^ so werden auch jene Ausdrücke unbestimmt und 
zwar beträgt die Unbestimmtheit höchstens O — gr, wenn f 

auf beiden Seiten von x unbestimmt, höchstens -^ {O — g\ 

wenn f nur auf einer Seite unbestimmt ist. 

Genau dasselbe finden wir, wenn wir die Gleichungen 
des § 2 auf integrable Functionen erweitem. 

§ 4. Die wesentliche Eigenschaft der Functionen 

- _^-ß_ , 

^ t ^ + (^ — «) 

welche sie zur Darstellung willkürlicher Functionen befähigt, 
ist die, dass, wenn man der Variabein a irgend einen von x 
verschiedenen "Wert erteilt und dann t gleich werden 
lässt, diese Functionen verschwinden, für den Wert a = x 
aber im gleichen Falle unendlich gross werden. Um 
Weitläufigkeiten zu vermeiden, sprechen wir an dieser 
Stelle den Satz aus: 

Kennen wir eine Function (p (a, a?, Q, bez. 
ip (a^ Xj t)y welche die Eigenschaft besitzt, dass 



bez. 



<p (a, X, t) 



xp (a, X, t) 



Vle- 



(x — af 

4:t 



<« 



<« 



bei genügend kleinen Werten von t und zwar 
gleichmässig für alle Werte von a wird, so sind 
diese Functionen geeignet, neue Darstellungen zu 
liefern. Denn es gelten für diese Functionen die Formeln 
in II und III der §§ 1 und 2 ebenso wif für ui und m 
selbst. 



Wfie 
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In der üblichen Theorie der Fourierschen Integrale 

werden die Functionen wi und m vertreten durch die 

Function 

,. sin w (x — a) 
u = lim ^^ 

Der wesentliche Unterschied zwischen dieser Function und 
den unsrigen besteht (abgesehen von der Einführung des 
Parameters t) darin, dass unsere Functionen beständig 
positiv sind, während u ihr Zeichen unendlich oft ändert. 
Dieser Umstand ermöglicht in unserem Falle die An- 
wendung des sogenannten ersten Mittelwertsatzes und ver- 
schafft unsern Formeln die grössere Ausdehnung und Ein- 
fachheit. 

§ B. Entsprechende Sätze gelten nun auch für 
Fouriersche Reihen. Als Analogen zu dem Integrale in 
§ 1 betrachten wir die Reihe: 

00 

M = ^ e (An COS nx -\- Bn sin nx) 



wo An und Bn sich in bekannter "Weise durch f{x) aus- 
drücken. Den Grenzwert für t = hat A. Hamack*) 
untersucht und bewiesen, dass er die willkürliche stetige 
Function f{x) in jedem Falle darstellt. 

Zu diesem Zwecke wird die Reihe vermittelst einer 
aus der Theorie der Theta-Reihen bekannten Formel trans- 
formiert, welche lautet: 

2 ö cosnv = y—\ e ^^ 10) 

— 00 — oo 

Dadurch geht die obige Reihe über in die Form 



4:t 



*) Schlömilchs Zeitschr., 32. Jahrg. 1887. 
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Die neue Eeihe besteht aus einer Summe von Gliedern, 
deren jedes von der Form ist, wie sie im § 1 behandelt 
wurde, und deren "Wert nur von dem Verhalten der Function f 
an der Stelle a = x-\-27tn abhängt. Von den durch 
letztere Formel dargestellten Punkten liegt nur der eine: 
a = X innerhalb des Integrationsintervalles. Demnach 
verschwinden alle übrigen Glieder in der Grenze und wir 
erhalten: 

lim u = lim -7^ / daf{a) e ^* = / («) 

< = ^ = VTCt J 

— 71 

Der Satz bleibt, wie oben gezeigt, auch für eine nur 
integrable Function / {x) bestehen. 

§ 6. Dem Integrale in § 2 entspricht die folgende 
Eeihe: 

CO 

V = ^ e {Am. cos mx -\- Bm sin mx) 



Die Coefficienten Am und Bm bedeuten wiederum die 
bekannten bestimmten Integrale, genommen von — ^ bis -f-^. 
Es wird behauptet, dass die Reihe in der Grenze für ^ = 
stets einen Sinn hat und zwischen — ^ und -f- tv die 
Function f{x) darstellt, wenn diese stetig oder auch nur 
integrabel ist. Kommen im letzteren Falle Stellen vor, 
an welchen f unendlich gross ist, so sind diese in kleine 
Intervalle (d -{- d') einzuschliessen. Die bestimmten Inte- 
grale erstrecken sich dann über das Gebiet von — :7r bis -j" ^ 
mit Ausschluss dieser Stellen. Nach Ausführung der 
Summation, aber vor dem Verschwinden des Parameters t, 
lässt man die Grösse dieser Intervalle zu werden. Da 
dieses Verfahren von dem in § 3 besprochenen nicht wesent- 
lich verschieden sein würde, so soll im Folgenden auf die 
Existenz von Unendlichkeitspunkten keine Rücksicht ge- 
nommen werden. 
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Wir führen die Summe der ersteu n Glieder ein, nämlich: 

8„ = ^ / 2^"^ ie~*^* Goa mix- a)- -i-| f(a) da = 



-n 



+ " n 



(«) g-»»(«+*(aJ-«)) 





Nun ist 

^ ~mit±i{x- a)) __ 1 — e . 

jid^ ~" . -«±i(cc-«)) ^^^ 

1 — e 

Setzt man dieses in den Ausdruck von 8n ein und ^ 

bringt auf gleichen Nenner, so fallen die imaginären Terme 
fort, und man erhält: 

1 r — {n+2)t ^ —{n-hl)t , „ , 1/ —2^^ i 

Sn = —h cosn(x-a) — e cos(w+l)(ÄJ-a)4-^ll-e 1 

7vJ 'il : ! f(a) da 

-^ 1 + e~ ^ ^ - 2 e"" ^ cos (a; — a) 

Den Nenner formen wir um und schreiben: 

■i I ""^^ r» ~^ / \ Ä —^\e +e cos(a;-a) I - 

1 + e -2e cos(ir— a) = 4e ■ - ^ ^■- 



4 e 



t\ e +e cos(a;— a) I 

L 4 2^J 

_ -r 2 J 



Nun ist 



l/ 1 — cos (a; — a) . /a? — a\ , 

V 2 = ^^" 1-2-) """^ 

- — + — 

e — e ^ @tn -^ (gleich „Sinus Hyperhdicus" von f/a) 
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Dann kann der Nenner geschrieben werden 

1 + e —2e oos(x—a) = 4:6 ©in^-^-f sin^( — ö~) 
Ferner ist die Grösse: 






©in 



'«'i +.«'•' (^) 



eine stetige Function von t und a, welche für a = x 
den Wert 1 annimmt, wenn man t zu Null werden lässt. 
Daher ist die Function 

F{a) ^ f(a) . xp 

stetig, falls / (a) stetig ist, und es ist an der Stelle a = x 
in der Grenze für ^ = 

F{x) = f{x) lim xp{x, t) == f{x) 

t — 

Wegen dieser Eigenschaften ist für das Folgende 
f{a) und F{a) gleichwertig. Wir setzen daher 

. —t a f ^ cosn(a? — a) ^ . . _ , 



— n 



+;" - (n 4- 1) ^ 



/ 



cos (n-f- l)(a; — a) 

F{a)da -I- 



(4)* + i^)' 



- 2t +" 



^ ' /-TTTS— ^:r-^:Tr F(") ä" 



2t 



-i ii) + (^) 



Hier werden die beiden ersten Terme der rechten 
Seite in der Grenze für n == oo zu Null. Setzen wir z. B. 



"■=/- 
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+ n 



-(,n + 2)t 
e cos n [x — a) 



F(,a) da, 



da 
"2" 



so wird 

Hier verschwindet der erste Faktor in der Grenze 
fiir n = 00, während der zweite, wie wir früher in § 2 
sahen, endlich bleibt. 

"Wir erhalten somit 

lim I V' I = 

n = 00 

bei beliebigen positiven Werten von t Auf dieselbe Art über- 
zeugt man sich, dass auch der zweite Term v" der rechten Seite 

— t 
von 4:7t e /S» in der Grenze für w = oo verschwindet. 

Der dritte Term v'" ist von n unabhängig und hat im 

übrigen die Form, wie sie im § 2 betrachtet wurde. Wir 

erhalten nach Gleichung 9 (pag. 13): 



lim lim v''' = 4l 

^ = n = 00 



lim / 

t=o J 



+ 71 t 



lim { l-e-''' \ 



-i ar + (^) 



^ Fia)~-=^A^F(x) = 47tf(x) 



und schliesslich 

lim V = lim lim An = 7^ lim lim (v' + t;" + v'") == f{x) 

Wir haben also den Satz: der Wert von v in der 
Grenze für ^ = an der Stelle x liegt innerhalb 
des Wertevorrats Yonf(x) an dieser Stelle :, welcher 
in dem Sinne zu verstehen ist, wie pag. 20, 21 erläutert wurde. 
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Die entwickelten Sätze lassen sich im Allgemeinen 
auf Functionen mehrerer Veränderlichen übertragen. Nur 
die Unstetigkeitsstellen bedürfen einer besonderen Dia- 
cussion, da bei Functionen mehrerer Veränderlichen noch 
neue Arten von Unstetigkeiten auftreten können, welche 
bei Functionen einer Veränderlichen nicht in betracht kamen. 
Wir wollen daher im Folgenden, wenn wir eine Function 
mehrerer Variabein durch ein Fouriersches Integral (in 
unserm Sinne) darstellen, der Einfachheit halber annehmen, 
dass dieselbe stetig sei, obwohl diese Darstellung im Grunde 
jener Beschränkung nicht bedarf. 
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Kapitel II. 

Darstellung einer willkürlichen Function durcli 
Cylinderfunctionen. 

§ 7. Um zur Darstellung einer willkürlichen Function 
durch Cylinderfunctionen überzugehen, haben wir uns zu- 
nächst einen Ausdruck herzustellen, welcher die Variable x 
nur als Argument einer Cylinderfunction enthält und 
welcher für ^ = das charakteristische Verhalten zeigt, 
das im § 4 von einer darstellenden Function gefordert 
wurde. Wir gelangen zu diesem Ziele im Anschluss an 
das Vorhergehende, wenn wir die Function des § 1 jetzt 
für 2 Variable x, y aufstellen und schreiben: 

00 00 

Z7i = -r — l dll dfi e cos l {x — a) cos l^(y —• ß) 



— 00 — oo 



Die Integrationen lassen sich leicht ausführen. Man 
erhält so: 

Aus dieser Form erkennt man, dass Ui in der Grenze 
für ^ = für jedes a und jedes ß verschwindet, ausser 
wenn gleichzeitig x = a und y = ß ist. In diesem Falle 

wird Ui für ^ = unendlich wie -j—r* Diese charakte- 

4 t 

ristischen Eigenschaften bleiben der Function auch dann 

noch erhalten, wenn man die Elemente des Integrales anders 

gruppiert. Führt man nämlich Polarcoordinaten ein durch 

die Gleichungen: 
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X z=z Q COS q) X — a = R cos O 

^ = Q ain q) y — ß = B sin O, ' 

so geht obiges Integral über in das folgende:*) 
y / e ^ Jo(QR)QdQ 

Sodann fähren wir für die Grössen äj, t/, a, ß einzeln 
Polarcoordinaten' ein und schreiben: 

X = r cos ifJ a = r* cos ip* 

y = r ain ip ß = r' sin ^p' 

Wir haben dann 

i22 = ^2 + r'2 _ 2r r' cos (i/; — xp'). 

Auf die Function Jo (B) wenden wir das bekannte 
Additionstlieorem der Besselschen Functionen an, welches 
lautet:**) 

GO 

Jo (i2) ==^ynJn (r) Jn ir') cos n (ifJ — ip*) 



wo y» gleich 1 oder 2 ist, je nachdem n gleich oder grösser 
als ist. 

Da B eine homogene Function erster Ordnung von r 
und r' ist, haben wir für Jo (q B) das folgende Additions- 
theorem : 

CO 

Jo (? J2) = 2 y** •^" (^ ^^ '^^ ^? ^') ^^^ n{ip — ip') 



Die oben verlangte Integration darf in dieser Eeihe 
gliedweise t) ausgeführt werden. Wir erhalten demnach als 



*) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelf. § 120. Die dort erwähnten 
Bedenken haben hier wegen des Convergenzfaktors um so weniger statt. 
**) Vgl. z. B. Heine, H. d. K., § 83, 84. 
t) Vgl. § 12 dieser Arbeit. 
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Faktor von cos n(ip — ip') in der Entwickelung von Ui die 
folgende Grösse: 



OD 



dQ 



Andererseits gestattet der oben gefundene, ausge- 
rechnete Wert von üi diese Grösse noch auf andere Art 
zu berechnen. Entwickeln wir nämlich direkt die Function 

(a;-«)3-f (i/~/3)2 yä^r'^^2 r r' cos (i// — tU') 

^ 4:t 4:t 

in eine trigonometrische Reihe nach Vielfachen von ip — ip\ 
so wird der Faktor von cos n {ip — ip') in bekannter Weise 
berechnet durch: 

-f ^ 

2: 



87rt 



1^ . / J7i cos n (ip — ip*) dip = 
r 

! / _j_ W^ \ 

^^ je ^^ coa n q)dq) 



wo cp an Stelle von ip — xp' getreten ist und y» die obige 
Bedeutung hat. 

Erinnert man sich der bekannten Integralform der 
Besselschen Function Jn mit ganzzahligem Index n: 

n 
1 f i X cos (p 

i» Jn (x) = — I e COS nw dw 

^ J 



so erkennt man sofort, dass die rechte Seite der letzten 
Gleichung geschrieben werden kann: 

in J^e ^^ Jn C-i^'i 
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In den beiden Entwickelungen der Function Ui nach 
Cosinus der Vielfachen von ip — ip' müssen die Glieder 
einzeln einander gleich sein; wir erhalten somit die 
Gleichung: 

Gp y2 _|_ |.'a ^ 

ü 

Wenngleich diese Formel nicht neu ist — sie findet 
sich z. B. in einer Arbeit von Hankel,*) wo sie durch 
Reihenentwickelung und zwar für jedes n bewiesen wird — 
so glaubten wir doch die Ableitung der einfachen Methode 
wegen, die uns auch fernerhin nützlich sein wird, nicht 
unterdrücken zu sollen. 

Die rechte Seite gestattet nun leicht zu erkennen, 
dass in der Grenze für ^ = unser Integral in der That 
die gewünschten Eigenschaften besitzt. Für < = wird 
das Argument der Besselschen Function auf der rechten 
Seite von 12) unendlich gross. Für den Unendlichkeits- 
punkt der Besselschen Function existieren Entwickelungen,**) 
aus welchen hervorgeht, dass Jn ( — i x) bei beliebigem n 
in der Grenze f ür r» = oo gleichmässig stetig übergeht 
in den "Wert 



v:^e-^ 



^ nn i X 
27t X 

Wenden wir dieses Resultat auf die rechte Seite von 
12) an, so finden wir, dass dieselbe übergeht in 

__ (r - r'f 



2^1 



r r 7t 



*) H. Hankel, Mathemat. Annalen B. 8, 1875, pag. 463-470 
femer auch Weber, Grelle B. 69, S. 232 und Sonine: Mathemat. 
Annalen, B. 16. 

**) Hankel, Mathem. Annalen, B. 1, § 7. 



12) 
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also bis auf den Faktor , genau in diejenige Function, 

Vrr* 

welche im § 1 behandelt wurde. 

Die Anwendung des berechneten Grenzwertes auf 
unsere Formel 12) erleidet eine Ausnahme, wenn r oder r* 
gleich ist. Ist nämlich r oder r* = 0, so wächst das 

— — — I nicht mit abnehmendem t 

an, sondern bleibt constant gleich 0. Ist gleichzeitig w ]> 0, 
so wird Jn (0) = 0, also die rechte Seite von 12) nimmt 
in diesem Falle nicht den obigen Grenzwert, sondern den 
Wert an. Ist dagegen w = 0, so wird J^ (0) = 1 und 
die rechte Seite von 12) in der Grenze gleich 

^ e~"4T bez. -^ e~ "^ 



2 t 2 t 

Fassen wir das Resultat zusammen und ersetzen wir, 
um die Analogie mit früherem hervortreten zu lassen, die 
Grössen r, r' q bez. durch a?, a, ^, so haben wir gefunden: 

Es geht in der Grenze für ^ = das Integral 

CO 

e Jn ß x) Jn ß a) l dl 

gleichmässig stetig über in die Function 

- P. ^t 



2y t a X7t 



falls X und a reelle positive Zahlen sind; in die 
Function 

1 - 



— . ^t bez. — e ^t 
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falls X bez. a gleich ist und gleichzeitig n 
gleich ist; dagegen hat es den Wert 0, wenn x 
bez. a gleich und n grösser als ist. 

§ 8. In analoger Weise behandeln wir das Integral 

f — it 

je Jnß X) Jn ß CC) l dl, 

indem wir an die Function U2 des § 2 anknüpfen. Wir 
erweitern dieselbe auf 2 Variable und schreiben: 

4-30 -{-<X> 

l f r - Vita -t- ^2 t 
JJ2 = -T — Idl |df^ e cos l (x — a) cos f^(y — ß) 



— OD — OD 



Indem wir wie oben statt ^, ^, x — a, y — ß Polar- 
coordinaten ß, y, i2, O einführen, erhalten wir: 

1 f — Q t 

U2 = Y ^ J'o (Q ^) Q ^Q 

Zerlegen wir die Function Jö (q B) nach dem Additions- 
theoreme, so erhalten wir als Faktor von cos m {ip — ip*) in 
der Entwiokelung von U2 die Grösse: 

^ / e ^ J,n {q r) Jm (q r') q dg, 

wo y«,, r und r' dieselbe Bedeutung haben, wie im vorigen 
Paragraphen. Um eine zweite Entwickelung von U2 zu 
erhalten, knüpfen wir an den Integralausdruck für Jq (x) 
an. Es ist 

n 
•^0 (^) = — / ö d(p, 

und wir haben: 

e qdqle dcp 
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Die Integrationsordnung darf in diesem Integrale 
umgekehrt werden, solange ^ > ist. Der so erhaltene 
Ausdruck stellt auch noch den Grenzwert von Üb für ^ = 
dar, falls sich zeigt, dass dieser Ausdruck in der Grenze 
noch einen bestimmten Sinn hat. "Wir haben demnach 

1 fj f - Q{t — i Rco8(p) 
^2 = 27^ M<jP / e QdQ = 



1 j dtp 

Das letzte Integral nimmt eine bekannte Form an, 
wenn man Zähler und Nenner durch f^-f-i?^ .dividiert. Setzt 
t . , iE 



man dann ^ = _ , so wird — = ^^ — 1; 

und wir haben 



71 



und, da PU^) = ? ist: 

TT -^ 

^ "~ 2 {fi + R^fl^ 

Diese Grösse haben wir in eine trigonometrische Reihe 
nach dem in R^ = r^ -\- r'^ — 2rr' cos {ip — ip*) vorkommen- 
den Bogen iff — i/V zu entwickeln. Der Coefficient von 
cos m(ip — ip') wird 

-^71 71 

V'n frr / I I A ^ I ""^«»^ f COS m 9) d<p 

27cj ^^ v/ T 2^r / (r+r2+r'2~2rr' cos9p)/2 

-TT 

oder auch gleich 

(t^ -\- r^ -f r'2 + 2rr* cos yf/a 



( — ly* y,H it /* cos m y dy 

2^ / ( 
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Die rechte Seite reduciert sich im Wesentlichen auf 

eine zugeordnete Kugelfunction Pw^. Setzt man nämlich 

^2 _ (^2 _|- r2 + ry — {2rr'f = {t^^-{r-\-rf) {i'A-ix—r'f), 

ferner ^ = — . , so wird ^^ — 1 = — ^ — , dem- 
nach, wenn man Zähler und Nenner durch A^l^ dividiert, 
der letzte Ausdruck gleich*) 

71 

(— 1)^ Ym t f cos my d(p ^ Vmt (2 Vk p ^ r^ 

27V A'h J ^^^V^Zricoscpfl^ 27t \a) ^" ^^^ 



Wiederum müssen die beiden Entwickelungen von Ü2 
gliedweise einander gleich sein. Wir erhalten daher als 
Analogen zu Gleichung 12) die folgende Gleichung: 

OD 

je" ^ * J„, (Q r) J,n {Q r') QdQ^-^ (l)"^'^-»' (^) l^) 

Man erkennt nun leicht, dass dieser Ausdruck in der 
That die charakteristische Eigenschaft besitzt, überall zu 
verschwinden, ausser an einer Stelle, wo er unendlich wird. 
Die Grösse A wird nämlich nur dann gleich 0, wenn r = r' 
und ^ = ist. Gleichzeitig wird nur in diesem Falle das 
Argument der Kugelfunction unendlich gross. Demnach 

bleibt, falls r -^ r' ist, die Grösse -737- Pm^ {^) endlich und 

das Produkt t P„,2 (^j A^h verschwindet in der Grenze für 
t = wegen des Faktors t Ist aber r = r', so ergiebt 
sich der Grenzwert der rechten Seite in Gleichung 13) aus 
der Bemerkung, dass in der von uns adoptierten Heineschen 
Bezeichnungsweise für ein unendlich wachsendes ^ 

PnT (?) - '^'^ 



b 



*) Vgl. Heine, H. d. K., § 50, Gl. (35, h). 

3* 
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wird. Letztere Thatsache zeigen wir durch eine Betrachtung 
in der complexen Ebene. "Wir setzen*) 

PnP (?) = -^/(^ + ^¥'^^ COS (ff COS m cp dq>, 

— 71 

WO (7 = 2" — ^^ — ist. Zur Vereinfachung 

addieren wir hierzu eine Grösse, welche jedenfalls ist, 
nämlich 

+ 71 

"ö — / (? + ^^ — 1 COS (py sin mcp d(p. 

— TT 

Jetzt führen wir die imaginäre Substitution y ^^ e 
aus ; dann geht der reelle Integrationsweg von — ^ bis -f" ^ 
in den Einheitskreis der complexen Ebene über. Ziehen 
wir noch ?** vor die Klammer und setzen in derselben 
? = 00, so folgt: 

Wir setzen w > n > vor- 
aus; dann kann der Kreis K in 
die Linie L übergeführt werden. 

Wir betrachten jetzt also den I p.jf^. }^\ .rr\ ^». 

Weg (P Pi P2 Pa P4 P). Hier ^ ^ 

verschwindet das Integral über 
(P2 Ps) und (P4 Pi), wenn man 
die Curve L der reellen Axe 
genügend nahe bringt. Es bleiben übrig die Integrale über 



*) Vgl. Heine, H. d. K, § 50, Gl. (35, h). 
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und über 



und wir finden 
T ö n /ts sin (m — n) 3T / ^ V ^ „ ,-. , ^ . 

1=00 ^ \ ^ / 

wo -B in bekannter Weise das Eulersche Integral erster 
Q-attung bezeichnet, oder durch /"-Functionen ausgedrückt 

,. p n.^ sin im -n) 7t ( ^y r(2n + 1) T ( m~n) 

1-1 X . , . sin (m - n) 7t: .. -i i , 

Ersetzen wir hier ^^ — vermöge der bekannten 

Gleichung: 

sin (m — n) 7r 1 

^r "" r (m — w) r (1 + n — m)' 

so wird 

lim P^-ii) = (1)" C r(2n.^l) 

f=«, \2/ r(n + 7w + l).r(l-f« — w) 

oder gleich 

/^y JI(2n) 

\ 2 / ' nin-^-m) n(n — m) 

also wegen des oben angegebenen Wertes von C direkt 
gleich ^**. Femer wissen wir aus der Theorie der hyper- 
geometrischen Reihen, dass die Kugelfunktion sich im un- 
endlich fernen Punkte regulär verhält und in eine Potenz- 
reihe entwickelt werden kann, welche mit a^** beginnt 
(a ist im Vorhergehenden gleich 1 gefunden worden). Wir 
schliessen daraus, dass P»," (1) gleich massig stetig in 
den Wert ^^ übergeht, so dass der Ungleichung 

|p»."©-i»i<« 
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bei beliebigem e dadurch genügt werden kann, dass man 
§ grösser als eine endliche Zahl ^i wählt. 

Nunmehr sind wir imstande, den Grenzwert der 
rechten Seite in Gleichung 13) auch für die Stelle r* = r 
und deren Umgebung zu berechnen. Hierbei denken wir 
uns r constant und legen r* die Werte r — d <^r* <C,'^ ^ ^' 
bei, wo d und d' beliebig klein sind. Ausserdem nehmen 

wir zunächst an, dass r ^ ist. 
Dann wird 

§ = 



in der Grenze für ^ = innerhalb jenes Intervalles grösser 
als ^1, wo §1 dadurch beliebig gross gemacht werden kann, 
dass man d entsprechend klein wählt. Dann geht auf 
Grund der oben gefundenen Resultate die rechte Seite 
von 13) gleichmässig stetig über in 

t 2^/2 V t^^r^ -4- r^ _ 1 t 2^/2 V ^2 ^ ^2 _|_ ^72 

2V2 V fi JL- r^ -X- f*^ 
also bis auf den Faktor — 2 1 /'_i <U — genau in die- 
jenige Function, welche im § 2 zur Darstellung einer will- 
kürlichen Function benutzt wurde. Ist aber r == 0, so wird 






Wir haben hier die Fälle »w > und m = zu 
unterscheiden. Ist »w > 0, so wird für ^ = 1 ojBfenbar 



II 



cos mcp dq> 



(^+ 1/^ — 1 cos f/jf/ä 
ü 

In diesem Falle verschwindet auch die rechte Seite 
von 13) für jeden Wert von t und auch in der Grenze 
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für ^ = 0. Ist endlich r = und gleichzeitig m == 0, so 

hat jenes Integral den Wert n und die rechte Seite von 13) 

geht über in 

i_ 

Wir fassen diese Resultate zusammen, indem wir die 
Grössen r, r', ^ wiederum durch ac, a, A ersetzen. Dieselben 
lauten dann: 

Es geht in der Grenze für i == das Integral 

gleiohmässig stetig über in die Funktion 

1 t 2'/^yt^ + x^-^a^ 



7t i^^{x — €if ^2 -I- (a; -f «)2 

falls X und et positive, reelle Zahlen sind, dagegen 

in die Function 

i 

falls a? = und gleichzeitig n = ist, und es ver- 
schwindet, wenn a; = und gleichzeitig n > ist. 
§ 9. Wir sind durch die Erörterungen der vorher- 
gehenden Paragraphen in stand gesetzt, eine willkürliche 
Function durch Cylinderfunctionen darzustellen. Und zwar 
behaupten wir, dass als Analogen zu der Darstellung des 
§ 1 die Gleichung: 

/•(a;) = lim [e'^^^lil f{a)J^{Xx)Jnßa)ada . . 14) 

und als Analogen zu der des § 2 die Gleichung: 

f{x) = lim e Xdl f{a)Jn{^x)Jnßct)ada . . 16) 
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gilt*}. Hierin bedeute f{x) zunächst eine zwischen a und h 
stetige Function, t einen positiven Parameter, n eine der 
Zahlen 0, 1, 2 . . . ; a und h seien positive Zahlen, so dass 
a < b ist, und x sei der Bedingung unterworfen 

a < X <b 
lieber den Fall x = a und x = b vergleiche pag. 48, 
über den Fall a? = a = pag. 43, 44. 

Der Beweis dieser Gleichung wird mit Hülfe der 
Sätze des § 1 und § 2 geführt. 

Zunächst ist klar, dass die Integrationsordnung in 
den Gleichungen 14) und IB) vertauscht werden darf, 
solange f > ist, und dass die so erhaltenen Integrale den 
ursprünglichen auch noch in der Grenze für t = gleich 
sind, falls sie dann noch einen Sinn haben. Führen wir 
nun in einem der Integrale 



/ 



f (a) a da I e Jnß x) Jn ß a) X dl [a = 1 oder = 2] 



die Integration nach X aus, so erhalten wir nach Gleichung 
12) bez. 13) 

f('^)^e--^^J.{^^)ada 

a 

bez. 

JTW „ [(^, _^ (^ _^ „).) (<2 ^ (x-«)«)]-/. 






*) Die obigen Gleichungen sind von dem Convergenzfaktor ab- 
gesehn, also für den Parameterwert ^ = von Hankel unter der 
Voraussetzung bewiesen, dass f (x) nur eine endliche Anzahl von 
Extremen besitze. Vgl. Math. Ann. B. 8, p. 481. Auch findet sich 
diese Darstellung in einer Arbeit von Herrn Sonine, jedoch ohne die 
nötige Rücksicht auf die Convergenz der auftretenden Integrale auf- 
gestellt. Vgl. Math. Ann. B. 16. 
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Wir wählen nun t so klein, dass wir die Functionen 

Pn2 und Jn durch ihre Grenzwerte ersetzen dürfen, oder 
präciser gesagt, wir wählen, was nach pag. 32 und pag. 39 
möglich ist, t so klein, dass die Ungleichungen 



ac* -)- «• 



(x - «)2 



bez. 



i" j / — ix a\ e it 

27 " \ 2t ) ~ Vutxa 

" \ V«^+ (a; + «)^) (^H (a>-» a ?)' _ 
' [{f + ix -\- af) {f + (X - a)T* 

1/ <* + a;" + «2 



<c 



<« 



stattfinden. Die Grösse e bestimmen wir so, dass 

2(J 



c < 



ff (6^ — a2) 



wird, wo ö eine beliebig vorgegebene Zahl, O den grossesten 
Wert von | /" (a?) | im Integrationsintervalle bedeutet. Dann 
gehen unsere obigen Ausdrücke in die folgenden über: 

e 



h" 



4t 



2 ^7t txa 



a da -\- ei 



bez. 






n») 






t 



TT f-\-ix — af • f+ix-^ af 



Hierin ist e, = ei bez. 62 eine Grösse, welche der 
Ungleichung genügt: 

6 h 

I e, I < c . / I /■ (a) I a da < e ,0 a da 
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oder 

Also sind, vermöge der über e getroffenen Festsetzung 
ei und 62 Grössen, welche kleiner als die beliebig vorge- 
gebene Zahl d sind, und welche in der Grenze für t = 
verschwinden. Wir setzen jetzt in dem ersten dieser 
Ausdrücke 

in dem zweiten 

Die Functionen (p sind, solange a > ist in dem- 
selben Masse stetig bez. unstetig, wie die Functionen f. 
Ferner gilt die Gleichung 

lim (p (x) = f(x) 
t = o 

Wegen dieser Eigenschaften sind die Functionen q) 
und f für das Folgende gleichwertig. In dieser neuen Be- 
zeichnungsweise lauten unsere früheren Integrale 
b 



a 

b 



_ (x - «)a 
■) e 4 t da -\- ei bez. 

2 VT 
) f + d-af '^^ + ^ 



Auf die ersten Terme dieser Ausdrücke können wir 
direkt die Sätze des § 1 bez. § 2 anwenden. Danach werden 
dieselben gleich g)(x) oder, was dasselbe ist, gleich f{x). Ferner 
ist wie bemerkt lim e, = 0. Damit ist aber in der That 

der Beweis für die Gleichungen 14) und 16) erbracht. 
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Die Erweiterung dieser Gleichungen für den Fall, dass f{x) 
nur integrabel ist und b unendlich gross wird, ist genau 
so auszuführen, wie im § 3 geschehen. 

Einer besonderen Erörtung bedarf nur noch der Fall 
ÄJ == 0, der bisher ausgeschlossen wurde. Es sei zunächst 
n > 0; dann verschwinden die Integrale 



"^ - k^t 



Jn {^x) Jn (^a) ^dl (7=1 oder = 2 



bereits bei positivem f, wenn man a? = setzt (vgl. hierzu 
pag. 33 und pag. 39). Demnach verschwinden auch die 
Ausdrücke 14) und 16) bei beliebigem positiven t und in 
der Grenze für ^ == 0. Ist aber w. == 0, so haben wir für 
X = nach pag. 32, 33: 

und nach pag. 39 die Gleichung: 



/« 



Jo ('I' X) Jq ß a)ldl = .^2 I ^2) ^2 



e 
ü 
Die rechten Seiten der Gleichungen 14) und 16) lauten 



daher für diesen Fall 






) e ^iada bez. lim t 1 f{a) -^^^^s/^ 



Hier kann man die Zahl b mit einer beliebig kleinen 
positiven Zahl d vertauschen. Man erhält dann nach nahe 
liegenden Substitutionen: 

Ä _ ({)• _ . 
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Beide Ausdrücke unterscheiden sich von den Grössen 

00 10 

f{0)ji-^dß bez. f{0).j^^^^.j^ 

nur um Zahlen, welche durch Wahl von ä zum Ver- 
schwinden gebracht werden können. Beide Ausdrücke 
gehen daher in den Wert f{0) über, falls f{x) im Punkte 
X = überhaupt einen bestimmten Wert hat. 

Indem wir die letzten Erörterungen zusammenfassen, 
sprechen wir als Ergänzung zu dem in den Gleichungen 
14) und 15) enthaltenen Satz den folgenden aus: 

Die Gleichungen 14) und 16) gelten noch, wenn 
man a nach ausdehnt und a? = setzt, für den 
Fall w = 0, sie gelten nicht für den Fall n > 0, in 
welchem die linken Seiten durch zu ersetzen sind. 

§ 10. Die vorstehende Ableitung schien uns lehr- 
reich deshalb, weil sie den Zusammenhang klarlegt, welcher 
besteht zwischen der Möglichkeit, eine willkürliche Function 
in unserm Sinne darzustellen und der Existenz specieller 
Functionen von den im § 4 geforderten Eigenschaften. 
Verzichtet man auf die Einsicht in diesen Zusammenhang, 
so lassen sich dieselben Resultate viel einfacher direkt 
aus dem Fourierschen Integrale herleiten. Eine 
stetige Funktion CP {x, y) lässt sich nach einer Bemerkung 
auf pag. 27 unter allen Umständen darstellen durch den 
Grenzwert, welchen der Ausdruck 

—^\ dl Id^x e I da laß 0{a,ß)GosX{x-a)Qo^iJ,{y'-ß) 

bez. der Ausdruck 

dß 0{a,ß)cos?.{x-a)cosiLi(y-ß) 
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für ^ = annimmt; die Grenzen der Integrationen nach 
a und ß sind endlich, bleiben aber zunächst unbestimmt. Wir 
transformieren diese Ausdrücke in der Weise, wie auf pag. 29 
angegeben wurde, und erhalten die folgenden Ausdrücke: 

^ [q dQ e~ *'" *jr' d r'JF (r', y') J« (? B) äq>' 



7t 





wo ö* wiederum gleich 1 oder 2 zu nehmen ist, und die 
Grössen ^, r\ (p\ R die auf pag. 29 festgestellte Bedeutung 
haben; F ist dieselbe Function wie CD, nur in Polarcoor- 
dinaten geschrieben. Wir wählen die disponibeln Inte- 
grationsgrenzen in dem Tourierschen Integrale so, dass die 
Grenzen in der neuen Form möglichst einfach werden und 
zwar nach r* gleich a und &, nach ^' gleich — tv und + tt. 
Die Function Jq {q B) entwickeln wir nun nach dem Ad- 
ditionstheorem für Cylinderfunctionen. Da t positiv ge- 
dacht ist, darf die Integrationsordnung vertauscht werden. 
Femer darf die trigonometrische Eeihe, in welche Jq {q R) 
entwickelt wird, gliedweise*) integriert werden. Wir machen 
jetzt nher F(r,(p) eine spezielle Annahme; wir setzen näm- 
lich F (r, (f) = f (r) cos ncp, wo / eine willkürliche stetige 
Function einer Variabein, n eine positive ganze Zahl oderO 
sein möge; die gliedwiese Integration nach cp* bewirkt 
dann, dass alle Glieder der Reihe fortfallen bis auf das n^' 
Dies aber lautet: 

— / QdQ e lr*dr*f{r')Jn{Qr)Jn{Qr*)lG08n(q)---(p*).Goanq)*dq)' 

-TT 

Das innere Integral nach cp' wird gleich 

+ 7r -\-7i 



-^jcosn(pdcp' + —ji 



cos n (p dq)' -\ — — 1 cos n (y — 2q)') dq)' = cos nq> , tv 



*) Vgl. hiezu wiederum § 12 dieser Arbeit. 
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Wir haben demnach das Fouriersche Integral für 
diese spezielle Function <P (a?, y) transformiert in das 
folgende : 



cosn 



GC QO 

cp Qdq e ^ r'dr' f (r') Jn {q r) Jn (qt') 



Der Grenzwert des Fourierschen Integrales für ^ == 0, 
welcher gleich CP (sc, y) = cos w ^ . f{r) ist, stellt gleich- 
zeitig den Grenzwert des Integrales in der neuen Form 
dar. Wir erhalten also hieraus mit Weglassung des Faktors 
cos n (p direkt die Gleichungen 14) und 15). 

Ein Zusammenhang zwischen jenen Darstellungen und 
dem Fourierschen Integrale besteht auch noch in anderer 
Hinsicht. Während wir an dieser Stelle nämlich jene Dar- 
stellungen durch Spezialisierung aus dem Fourierschen In- 
tegrale zweier Variabler fliessen sahen, können wir umge- 
kehrt das Fouriersche Integral als speziellen Fall dieser 
Darstellungen ableiten. 

Wir bemerken, dass die Gleichung 14), welche hier 
nur für ein positiv-ganzzahliges n abgeleitet ist, auch für 
ein beliebiges n bestehen bleibt, denn ihre Ableitung 
stützt sich lediglich auf die Gleichung 12), pag. 31, welche 
wie daselbst erwähnt wurde, auf einem von dem unsrigen 
verschiedenen Wege für ein beliebiges n bewiesen werden 

kann. Wählen wir nun n = — , so geht die Function Jn{x) 



in / über und unsere Gleichung 14) giebt genau die 



sin X 

X 

im § 1 behandelte Fouriersche Darstellung wieder. 

Dass auch die Gleichung 15) für ein beliebiges n 
Gültigkeit behält, ist nicht so leicht einzusehen. Jedenfalls 
gilt Gleichung 13) pag. 35, auf welche sich die Ableitung 
von Gleichung 15) stützte, nur bei ganzzahligem n. Es 
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wird sich im Verlaufe des nächsten Kapitels gelegentlich 
ergeben, welche Gleichung für den Fall n = m-\- — , (wo 

m eine ganze Zahl bedeutet), an die Stelle von 13) tritt. 

§ 11. Für die Anwendungen haben diese Darstellungen 
eine wesentliche Bedeutung. So gestattet die Gleichung 14) 
das Problem der Wärmebewegung auf einem Kegelmantel 
zu behandeln, welcher bei der Abwickelung auf die Ebene 

einen Winkelraum mit der Oeffnung — bedeckt — wir 

bezeichnen diesen Winkel als die Mantelöffnung des 
Kegels — , oder auch das Problem der Wärmebewegung in 
einem ebenen Winkelraum, dessen begrenzende Geraden den 

Winkel — bilden und auf konstanter Temperatur gehalten 

werden, zwei Probleme, welche, wie ich gelegentlich zu 
zeigen gedenke, auf einander zurückgeführt werden können. 
Die Gleichung 15) gestattet in ähnlicher Weise Probleme 
der Elasticitätstheorie zu behandeln, welche sich auf eine 
elastisch gedachte Kegeloberfläche oder auf eine zwischen 
zwei festen Geraden ausgespannte Membran beziehen. Die 
Bemerkung am Schlüsse des § 10 zeigt, dass jene Probleme 
der Wärmeleitung für einen beliebigen Kegel bez. für 
einen beliebigen Winkel der sich schneidenden Geraden 
gelöst werden können, während die entsprechenden elasti- 
schen Probleme zunächst der Bedingung unterworfen werden 
müssen, dass die Mantelöffnung des Kegels bez. der Winkel 
der festen Geraden ein Submultiplum von 27r bez. vou 7t 
ist. Doch kann es nicht zweifelhaft sein, dass man nach 
Erweiterung der Formeln 13) und 16) diese Beschränkung 
wird fallen lassen können. 

Von diesem physikalischen Gesichtspunkte aus findet 
der Ausnahmefall, welcher an der Stelle x = oder (in 
der Bezeichnung des § 10) r = auftrat, seine natürliche 
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Erklärung. Wir fanden, dass an dieser Stelle, falls w > 
ist, unsere Integrale in der Grenze für t =?= und auch 
bei beliebigem positiven t nicht die willkürliche Function f(r) 
darstellen, sondern verschwinden. Der Punkt r == ent-^ 
spricht nun der Spitze des Kegels, t ist die Coordinate der 
Zeit; dann wird diejenige Wärmemenge, welche sich auf 
dem m*®^ Teile eines um die Spitze mit dem Radius r be- 
schriebenen Kreises periodisch wiederholt, zur Zeit t durch 
ein Glied berechnet von der Form: 



am cos m 



00 00 

q) e ^ Q dQ f{r') Jnm (g r*) Jnm (q r) r' dr* 



Für r = reduziert sich dieser Kreis auf einen 
Punkt. Hier kann füglich von einer periodischen Wieder- 
holung nicht die Rede sein. Es werden daher alle Terme, 
welche eine solche angeben würden, verschwinden müssen 
— das sind diejenigen Glieder der obigen Form, bei denen 
w ]> ist — wie auch im Uebrigen der Anfangszustand f 
gegeben sein mochte. 

Eine andere scheinbare Unregelmässigkeit wird uns 
durch die Transformation des § 10 verständlich. Während 
nämlich an den Grenzen a und 6 der Wert unserer Inte- 
grale nicht f{r) selbst, solidem -^f(r) ist, wie im Vorher- 

gehenden nicht besonders erwähnt wurde, sich aber aus 
der Ableitung als selbstverständlich ergiebt, fanden wir im 
Falle a = den Wert unseres Integrales direkt gleich f{0). 
Gehen wir nun auf das Fouriersche Integral zweier Variabein 
zurück, wie es zu Beginn des § 10 eingeführt wurde, so 
entspricht dem Punkte r = in Polarcoordinaten der 
Punkt aJ = 0, y = in rechtwinkligen. Dieser Punkt 
aber spielt in jenem Fourierschen Integrale vor den 
Punkten mit positiven und negativen Coordinaten rr, y 
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keine ausgezeichnete Rolle. In demselben muss daher 
die Funktion O (x, y) selbst dargestellt werden. Er tritt 
in dem Integrale mit Cylinderfunctionen nur scheinbar 
als Grenzpunkt auf wegen der speziellen Wahl des Coor- 

dinatensystems und der Faktor — , der sonst bei Grenz- 

punkten hinzuzufügen ist, fällt in diesem Falle fort. 
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m. Kapitel. 

Entwickelung einer willkürlichen Function nach Kugelfunctionen. 

§ 12. Wie die Darstellungen durch Cylinderfunctionen 
aus dem Fourierschen Integrale zweier Veränderlichen ent- 
wickelt wurden, so ergeben sich Darstellungen durch Kugel- 
functionen aus dem Tourierschen Integrale dreier "Veränder- 
lichen. Schälen wir aus einem solchen jenen wesentlichen 
Bestandteil heraus, welcher die Eigenschaft hat, für alle 
Punkte des Eaumes zu verschwinden, ausser für den 
Punkt ic, y, z^ wo er unendlich gross wird, und nennen 
denselben 772 oder Z7i, je nachdem wir als Convergenzfaktor 

in das Integral die Grösse e oder e 

eingehen lassen, so haben wir 

\p = COS Ä {x— a) cos {.i (y — ß) cos v (z — y). 

Wir führen jetzt räumliche Polarcoordinaten ein durch 
die Gleichungen: 

^ = ^ cos ^ X — a = R cos © 

/w = ^ sin ^ cos q) y — /^ == JS sin © cos CP 

j^ = ^ sin ^ sin 9? z — y = 22 sin © sin CP. 

Alsdann transformiert sich TJa in die einfachere V 

Form:*) I 

^j 1 [ -Q^'t 2_ sin?i2 / 



*) Vergl. Heine, H. d. K. § 120. 
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Die Function , welche mit der Besselschen 

runction Ji/g {x) zusammenhängt, wird bei Heine*) mit 
?//q {x) bezeichnet und allgemein 



y-2u 



^n{x) = y -- Jn + i/A^) 



X 

gesetzt. Unter Anwendung dieser Bezeichnung erhalten wir: 

CO 

1 r pdf 

Für die Function ipQ (x) kennt man ein Additions- 
theorem, welches dem für die Function Jq (x) benutzten 
analog ist. Führen wir nämlich statt der Grössen a;, y^ z^ 
of, /?, y einzeln Polarcoordinaten ein durch die Gleichungen: 

X = r cos S- a =^ r* cos ^' 

y = r sin ^ cos q) ß = r' sin S-' cos q)' 

z = r sin ^ sin cp y = r' sin ^* sin g)\ 

so wird R^ = r^ -\- r'^ — 2r r* cos y und cos y = cos ^ cos ^* 
+ sin ^ sin ^' cos {cp — (p')]. und das Additionstheorem für 
% (R) lautet: 

oo 

vo (B) = 2 r + t) '^" ("■) '^" ('■'^ -^" (°°^ y)- 



Das Additionstheorem dieser Function ist also nichts 
anderes als ihre Entwickelung nach Kugelfunctionen. 
Offenbar lautet, da R^ eine homogene Function in r und r* 
ist, das Additionstheorem für ipo (g R) folgendermassen: 

% (? i2) = 2 (n + y) xPniQv) iPn{Qr')P- (cos y). 



*) Vergl. H. d. K. § 60. 

4* 
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Wir erhalten daher 



Ua = 




— Q^t 






weBn wir setzen Un = (2n-\-l) ipn{Qr) rpniqr*) P^Ccosy) 
Wir haben uns zunächst mit der Convergenz der auf- 
tretenden Reihe zu beschäftigen.*) Es ist zu zeigen, dass 

JV+m 

gemacht werden kann durch passende Wahl von N unab- 
hängig von m. Voraussetzung ist, dass ^, r und r* endliche 
Grössen sind. Einen Näherungswert**) für i/v bei grossen 
Werten von n erhalten wir aus der bekannten Potenz- 
entwickelung der Besselschen Function. Es ist nämlich 



v^ 



Tt a;" 









x^ 



Jn^l_{x) = 
2 



): 



2'»r(n-f-V2) \2 (2n + 3) ^ 2 . 4 (2w + 3) (2n+ 6) * 

Wird x^ ^4:71 vorausgesetzt, so können wir uns auf 
das erste Glied beschränken, da in diesem Falle 

II ^ ^ TC X^ 

wird. Bezeichnet also n die grössere der Zahlen r und r\ 
und bestimmen wir N gemäss der Bedingung 4JV^^^r^i, 
so wird 



*) Für die Ausarbeitung des folgenden Convergenzbeweises 
bin ich Herrn Prof. Lindemann zu Dank verpflichtet. 

**) Vergl. hiezu: J. Schubert, Inaugural-Dissertation (Königs- 
berg) „üeber die Integration der Differentialgleichung 
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X + 1 



rr+m 



y (2n + l)^|P"| /^W\« 



oder 



x + i 



< 






wenn a eine Beihe bedeutet, welche mit wachsendem m 
jedenfalls einer endlichen Grenze zustrebt, nämlich die 
Seihe: 



pjir+i 



+ 



+ 5 



(snl\P^+^\ 



iQri)*\P''+^\ 



22 (N-yk) (iV+'/a) ^ 2* (iV^+'/a) (iV^+Vs)^ (iV^+'/a) 



22m-2(jv+w+V2)(iVr-j-w— V2)2 . . (iV+Va)'' (iV^+»/a). 

Die vorstehende Ungleichung vereinfachen wir, wenn 
wir die Gainmafunction zufolge der Stirlingschen Formel 
durch die Exponentialfunction ersetzen. Dann können wir 
schreiben: 



If+m 



S\i/ 






Hier ist der erste Faktor eine endliche Zahl, der 
zweite wird ^ 1, der dritte convergiert dagegen mit wachsen- 
dem N stärker als jede Potenz von N gegen Null. Um 
also den fraglichen Ausdruck kleiner als eine vorgegebene 
Grösse e zu machen, wird es genügen, N gemäss der 

Gleichung O (N) = — zu bestimmen, wo O (N) irgend 

eine ganze Function von N bedeutet. Als Resultat dieser 
Betrachtung finden wir, dass unsere Reihe convergiert, falls 
Qj r, r* endliche Grössen sind, und dass sie gleichmässig 
convergiert, falls diese Grössen innerhalb endlicher Inter- 
valle veränderlich sind. Sie kann daher innerhalb endlicher 
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Intervalle nach diesen, sowie nach den in cos y enthaltenen 
Grössen ^^ und qp' gliedweise integriert werden. 

Der Ausdruck TJ^ enthält jedoch eine Integration nach 
q zwischen den Grenzen und oo. Es fragt sich, ob auch 
diese gliedweise ausgeführt werden darf. Wir setzen 

W OD "' V 

/ e ?^ ^? 2 ^*" ^\^ q^ ^q^^Un -\- B. 16) 



w 

/ 00 

e ^ ä.q^^Un eine Grösse, die 

durch Wahl von N beliebig klein gemacht werden kann, 
unabhängig davon, ob %v eine endliche oder unendlich grosse 
Zahl darstellt. Um dieses einzuseheUj bestimmen wir N 

aus der . Gleichung G (N) = — , wo wir, um das Folgende 

möglichst einfach zu gestalten, O (N) in der Form 
1 '\- N {2N -{- 1) annehmen wollen. Sodann setzen wir 
i2 = Qi + Q2, wo 

Qi = e Q^ dq^ iin, Ö2 =- / e Q^ (Iq ^ Un- 

Die Zahl q^ bestimmen wir aus der Gleichung 
?i^ f 1^ = 4:N. Dann wird nach dem Obigen 



<?i 



T 



< € / e q^ dq. 



In Q^ setzen wir nach Früherem 

00 N 

2 l*n = 2\pQ{qE) — ^Un 
N-^1 
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Es sei \2ilfo{QR)\ £ Ci und |P'*(oosy) V'n(^r)i/'«(^rO| ^ C2, 
falls Q ^ Qi ist. Die Zahlen Ci und Ca sind jedenfalls 
endlich, da ipn (x) für reelle Werte von x stets endlich ist 
und mit unbegrenzt wachsendem x sog^r verschwindet. 
Ist G die. grössere der Zahlen (7i und C2, so wird 

Qi 
Hierin haben wir die Zahlen Qi und N durch e aus- 
zudrücken, auf Grund der Gleichungen: Qi^ r^^ = 4:N und 

J. 
l-\- N(2N-{-l) == — ; es folgt hieraus qi = ae ^, wo« 

eine endliche Zahl bedeutet, auf deren Wert es nicht an- 
kommt, und 

Qa < — / e Q^dQ. 

Einfache Integrationen lehren nun, dass das Integral 
für kleine Werte von e in höherer Ordnung nach con- 
vergiert als €^, ein Ergebnis, welches wiederum durch den 
Convergenzfactor herbeigeführt wird. Es wird demnach 
I O2 1 <! Cle und zwar unabhängig davon, welchen Wert 
wir w erteilen mögen. Haben wir also N so gewählt, dass 
I Qi I (bis auf einen constanten Faktor) kleiner als e wird, 
so wird von selbst auch | Q2 \ (bis auf einen constanten 
Faktor) kleiner als e. Die Grösse JB in Gleichung 16), 
^'^on welcher wir ausgingen, kann daher durch Wahl von N 
kleiner als eine gegebene Zahl e' gemacht werden, wobei 
N von w unabhängig ist und insbesondere nicht vergrössert 
zu werden braucht, wenn für w ein grösserer Wert ein- 
gesetzt wird. Die rechte Seite von Gleichung 16) ist nun 
identisch gleich 



— B6 



N QC 



J^ e q^ tin dq — \e 9^ 'S ^'» ^9 + ^'' 

ci y 

denn in der endlichen Summe von N -\- 1 Termen kann 
die Integration gliedweise ausgeführt werden. Das hier 
abzuziehende Integral kann durch passende Wahl von w 
dem absoluten Werte nach kleiner als eine beliebig ge- 
gebene Zahl e" gemacht werden, wo dann w von N ab- 
hängt. Somit wird 



J 



dq 



<€4-€" . . 17) 



durch passende Wahl erstens von N^ zweitens von w. 
Diese Ungleichung besagt nichts anderes, als dass in der. 
That auch bei unendlicher Grenze die Integration 
in Ua gliedweise ausgeführt werden darf. Wir erhalten 

00 

TJa = ^"^li^^'* [e''''U'n(qr)iPn(qr^)q'dq 

oder vermöge des pag. 51 gegebenen Zusammenhanges 
zwischen i/^n und Jn-}-V2- 

a, Ca 



§ 13. Wir nehmen jetzt a = 2. In diesem Falle ist das 
dreifache Integral, von dem wir ausgingen, leicht auszu- 
werten. Wir erhalten nämlich: 

(4 7t tyk 
oder in den zuletzt benutzten Polarcoordinaten: 
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^2 _|_ y'2 _ 2r r' cos y 
U2 = ,, ,,3, e ^ 19) 

{4:7t ffk ^ 

Es stehen jetzt zwei Wege offen, um die bisherigen 
Formeln weiter zu verwerten. Entweder nämlich können 
wir die rechte Seite der Gleichung 19) in eine Reihe von 
Kugelfunctionen entwickeln und die Coefficienten dieser 
Entwickelung mit der in 18) enthaltenen vergleichen; oder 
wir können unter möglichster Vereinfachung der Entwicke- 
lungscoefficienten den Summenrest der Eeihe in 18) durch 
die Gleichung 19) bestimmen. Der erste Weg kann zu 
einem neuen Resultate nicht führen; denn unsere Ent- 
wickelungscoefficienten in Gleichung 18) sind Integrale, 
deren Wert wir nach Gleichung 12) und der Bemerkung 
am Schlüsse des § 10 angeben können. Der zweite Weg 
aber leitet uns auf die Darstellung einer willkürlichen 
Function durch eine Reihe von Kugelfunctionen hin. 

Setzen wir zur Vereinfachung etwa r = r' == 1, so 
geht die rechte Seite der Gleichung 19) über in: 

__ (1 — cos y) 

{4:7t t)-'l^ e 27 

und die der Gleichung 18), wenn wir mit. Benutzung der 
Gleichung 12) die Integrationen ausführen, in: 

__ 1 

Wir erhalten daher (nach Vertauschung von t mit 2^ 

die Gleichung:*) 

1— cosr °° 
V 2n+l 



|?i±i^,«,„[,y^rT^.,„.(^)].. 



_i_e ' -2,--^F'(m>y)\i-yiLe ' J.+,,.|VI I • ■ 20) 



*) Die Gleichung 20) findet sich in etwas anderer Form bei 
Heine: H. d. K. § 18. 



— B8 — 

Diese Gleichung lehrt: 

A) dass die Reihe rechts für alle positiven Werte des 
Parameters t einen endlichen Wert hat. Und zwar dürfen 
wir die Grösse 

als Convergenzfaktor in dem früher festgelegten Sinne an- 
sprechen. Dieselbe besitzt nämlich die charakteristischen 
Eigenschaften 1) die Convergenz der Reihe zu beschleunigen, 
solange ^ > ist, 2) für ^ = selbst in den Wert 1 über- 
zugehen. Die zweite dieser Eigenschaften ergiebt sich 
direkt aus der Wertbestimmung von «7n + — ( — i x) bei un- 

endlich grossem x (vgl. pag. 31); die erste derselben folgt 
daraus dass ^ — j P'* (cos y) keinen Sinn hat, dagegen 



^ . P** (cos y) (72** {t) den durch Gleichung 20) an- 



gegebenen endlichen Wert besitzt. Die Gleichung 20) lehrt 
femer: 

B) dass unsere Reihe in der Grenze für ^ = jenes 
eigentümliche Verhalten zeigt, welches im § 4 betont wurde, 
nämlich für alle Werte der Variabein (p\ d-^ welche im 
Ingrationsgebiete liegen, zu verschwinden, ausser für ein 
Wertepaar. Die Variabein cp und d- können bekanntlich 
innerhalb der Grenzen — ^^qp^+^r, O^^^/r auf 
einer Kugeloberfläche ausgebreitet werden. Wir werden 
daher ein Wertepaar d-^ cp auch als einen Punkt auf der 
Kugel bezeichnen können und zwar werden wir uns ^, (p 
als einen festen, ^', q)' als einen variabeln Punkt denken. 
Wir können dann die Behauptung B) folgendermaassen 

— -^ — P** (cos y) Ck*" (t) ver- 



4 7t 



2n + l 
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schwindet in der Grenze für ^ = auf der ganzen Kugel- 
oberfläche mit Ausnahme eines Punktes. In der That ist 
nämlich die linke Seite der Gleichung 20) nur dann von 
verschieden, wenn cos y = 1, d. h. wenn 

cos d- . cos d-* 4" sin d- sin ^' cos (y — cp*) = 1 

ist. Diese Gleichung hat die Lösungen: 

1) ^ = ^', y = y' 

2) ^ = ;^' = 

3) ^ = ^' = TT 

Ist S- und qp, wie angenommen, fest gegeben, so kann 
nur eine dieser Lösungen auftreten. Jede derselben ent- 
spricht nun einem Punkte der Kugel und zwar die erste 
einem Punkte in allgemeiner Lage, die beiden letzten dem 
Nord- und Südpole. 

Wir schliessen aus den unter A) und B) erwähnten 
Eigenschaften unserer Reihe, dass dieselbe den wesentlichen 
Bestandteil der Entwickelung einer willkürlichen Function 
in eine Eeihe von Kugelftinctionen zu liefern geeignet 
sein wird. 

§ 14. Wir nehmen jetzt in Gleichung 18) a = 1, 
In diesem Falle wird es nicht überflüssig sein, von den 
beiden Wegen, welche pag. 67 gekennzeichnet wurden, 
auch dan ersten zu betreten. Zunächst weiten wir das 

Integral / e ^ — q dq direkt aus. Es wird das- 

selbe gleich 

— 2t —2^ 



{t^ 4- jS2)2 (^2 _!_. ^2 _|_ ^.2 _ 2r r* cos yf 

Setzen wir für den Augenblick 

fi _|.. ^2 _|_ ^.2 

a; =. cos y, 2/ = ^^^, , 
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so wird 



— t 

v2 



^1 — Ä„r^J2.n.^^(.,_rr\^ ^1) 



und wir haben die Aufgabe, den Faktor ( 1 nach 

Kugelfunctionen P^{x) zu entwickeln. Nun ist die Ent- 
wickelung von bekannt*) und lautet: 

GO 



Durch gliedweise Differentiation**) nachy erhalten wir: 

00 

j^h^f ■= - 2 (^" + ^) ^ ^"^^ ^'" ^y^- 



Für TJ\ ergiebt sich daher folgende Beihe: 

Die Coefficientenvergleiohung in dieser und der in 
Gleichung 18) enthaltenen Entwickelung liefert die bereits 
pag. 47 angekündigte Erweiterung der Grleichung' 13) für 
den Fall, dass der Index der Bessel'schen Function von 
der Form n -\- ^/2 ist, nämlich die Grleichung: 

CO 

fe~'*J„+,A9r)J.+,,{Qr-)QdQ = ^*^^Q''' (^^^^^) 13a) 

Wie verschieden nun auch die Gleichung 13) und 13 a) 
aussehen, so verhalten sie sich in der Grenze für ^ = 



*) Vgl. z. B. Heine, § 17, Gl. 11.) Die Bedingung ihres Be- 
stehens : \x — yjx^ ~" 1 1 ^ I y ■"■ V^^ ~" 1 1 is*'> solange ^ >• 0, erfüllt. 
**) Wegen der Differentiation dieser Eeihe vgl. Thomö: Ueber 
die Reihen, welche nach Kugelfunctionen fortschreiten: Grelle B. 66, 
pag. 337—343. 
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dennoch gleich. Es Avird dann nämlich die rechte Seite 
von 13 a) wiederum flir alle Werte von r' gleich 0, ausser 

für r* = r, wo sie wie t unendlich wird. 

In der That ist, falls r* S r ist, das Argument von 

Q*^ stets grösser als 1, demnach Q'" selbst endlich. Also 
verschwindet die rechte Seite von 13 a) wegen des Faktors t. 
Um auch den Grenzwert im Falle r = r* zu bestimmen, 
zeigen wir, dass 

Es gilt nämlich,*) falls — 1 < rr < + 1 ist, die 
Q-leichung : 

Q^(x) = ^ P« (X) log |±| - Z" (»), 

WO Z*^ (x) eine ganze Function ist, also Z**^ (1) endlich 
bleibt. P'*(l) ist gleich 1. Demnach wird 

Jmi^ (1 - X) Q- (x) = lim^ (+ y P» («)) = + y 

Wir setzen im vorliegenden Falle a; = 1 -| — ö~~2"5 
dann wird: 



S'.2^«"(i+^)-i •'«'i-.*'(i+^) 



und es ergiebt sich, dass die rechte Seite von 13 a), falls 

r = r' ist, in der Grenze für ^ = wie — - unendlich 

Tcrt 

wird, was oben behauptet wurde. 

Nachdem wir den Charakter der rechten Seite von 13 a) 

in der Grenze für ^ = festgestellt haben, erübrigt noch 



*) Vgl. Heine, H. d. K., § 27, Gleichung 20d. 
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die für üi gefundenen Ausdrücke 18) und 21) nach anderer 
Bichtung hin auszunutzen, nämlich um den Summenwert 
einer unendlichen Reihe von Kugelfunctionen festzustellen. 
Wir finden so: 



^r-^^i^r^i^M'^&f-)) 



7t^ {f+r^-\-r'^ ''2rr' cos yj 

Diese Gleichung möge rechts und links mit 7t t mul- 
tipliziert werden; ferner setzen wir zur Vereinfachung 

r = r' == 1 und schreiben statt -^ wieder t. Dann geht die 
letzte Gleichung über in: 

Diese Gleichung lehrt: 

A) dass die Reihe rechts für alle positiven Werte 
des Parameters t einen endlichen Wert besitzt. Dabei 
dürfen wir den Faktor 

Ci^^t) = —2t. (?"»(^+l) 

als Convergenzfaktor in unserm früheren Sinne auffassen. 
Denn derselbe wird erstens für i =» gleich 1, wie wir im 
Vorhergehenden festgestellt haben. Während nun die Reihe 

divergiert, bewirkt der Convergenzfaktor zweitens, dass bei 
positiven Werten von t die Reihe 



^^^j^P"(<^^y) ^^"(*) 



4:7C 

den durch die Gleichung 22) angegebenen endlichen Wert 
hat. Die Gleichung 22) lehrt femer, dass 

B) der Grenzwert der rechten Seite für t = auf 
der ganzen Kugeloberfläche mit Ausnahme eines Punktes 
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verschwindet, welcher durch die Gleichung cos y = 1 ge- 
geben ist. In der That wird die linke Seite, falls cos y ^ 1 
ist, in der Grenze für ^ = gleich 0; ist aber cosy = 1, 

so wird dieselbe wie ^ — r unendlich erross. 

§ 15. Wie wir sahen, besitzen die Keihen von Kugel- 
functionen, welche in den Gleichungen 20) und 22) auf- 
traten: 

««^ = 2-^^^ P''(cosy) C;(t) 

in der Grenze für ^ = jene bemerkenswerte Eigenschaft 
für alle Punkte der Kugeloberfläche, d. i. für alle Werte 
von S-* und qp', zu verschwinden ausser für einen Punkt, 
welcher durch die Gleichungen ^' = i^, cp' = (p gegeben 
ist. (Falls der betreffende Punkt ein Pol der Kugel ist^ 
so wird derselbe bereits durch die eine Gleichung d^* =^ d- 
gegeben.) Diese Eigenschaft zog, wie wir sahen, in früheren 
Fällen die Möglichkeit nach sich, eine willkürliche Function 
durch solche spezielle Functionen darzustellen. Ein gleiches 
zeigt sich in dem vorliegenden Falle. Die Analogie zwi- 
schen den obigen Functionen ua und den früheren tritt 
übrigens deutlicher hervor, wenn wir y durch x — a und 
1 — cos y durch das erste Ölied seiner Entwickelung, also 

durch ersetzen. ^ Dann geht nämlich ui bez. m 



über in 



1 __ Jo^-^f 1 2t 

e ^ t bez. 



27t t 27t {2i-\(x — af) 

Diese Ausdrücke entsprechen in der That im Wesent- 
lichen denjenigen Functionen, welche in § 1 und § 2 vor- 
kamen. Um zu den neuen Darstellungen zu gelangen, 
integrieren wir das Produkt von na und einer willkürlichen, 



— 64 — 

auf der Kugeloberfläche stetigen Function f (^*, (p*) über 
die Oberfläche der Kugel, was durch ein {Ku) angedeutet 
werden möge. Das Oberflächenelement dS ist in unseren 
Coordinaten gleich sin ^' d^' d^)'. Wir erhalten also: 

tKu) 71 2 71 

/ fi^*, 9>0 uadS = / sin ^' dd^' / d(p* f (^', (p') ua = 

n 2 71 

/"sin ^' d&^ fdg>' A^S <P') 2 ^"l^ P"" (^^s y) (T, (t) 



Nach pag. 54 convergiert, solange f^ ist, die Reihe 
der Kugelfunctionen gleichmässig und kann gliedweise 
nach d-* und (p* integriert werden. Wir thun dieses, um 
den folgenden Satz der Form nach einem bekannten Satze 
analog zu gestalten. 

Wir behaupten, dass die Gleichung 
00 71 27r 

f{^,9) = li^ 2 -^ C^ (t) /sin^' d^' d(p'f{^'(p') P-(cosy) . . 23) 

für (T = 1 und a = 2 statt hat. Hierin bedeutet t einen 
positiven Parameter, f {S-^ cp) eine ^stetige Function von 
^ und cp. 

Beim Beweise dieses Satzes verfahren wir ähnlich, 
wie bei den entsprechenden Beweisen der §§ 1 und 2. 

I. Die Eeihenfolge der Summation und Integration 
darf vertauscht werden, solange < > ist. Dieses wurde 
bereits soeben benutzt bei der Aufstellung der Gleichung 23). 
Wir kehren somit wieder zu dem Ausdrucke 

71 271 

ain d^' dd^* d(p* f (d-', (p') ua 

zurück. Nach dem. Theoreme auf pag. 6 ist der Grenz- 
wert dieses Ausdruckes für ^ = gleich der rechten 
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Seite der Gleichung 21), falls sich zeigt, dass derselbe 
einen bestimmten Sinn hat. 

II. Der Grenzwert jenes Ausdruckes hängt lediglich ' 
von dem Verhalten der Function f(^*j (p*) in der Umgebung 
des Punktes ^, cp ab. 

Wir schlagen um den Punkt ^, (p als Mittelpunkt 
einen sphärischen Kreis mit dem Radius g. Ueber die 
Grösse dieses Radius soll später verfugt werden. Das Ge- 
biet des Kreises bezeichnen wir mit {Kr)] das Gebiet der 
Kugeloberfläche nach Auschluss dieses Kreises entsprechend 
mit {Ku — Kr). Dann wird 

(Ku—Kr) 

lim fi^'w')iiadS 

t = o J 

In der That nähert sich ua im Gebiete (Ku — Kr) mit 

abnehmendem t gleichmässig stetig der Null. Bezeichnet 

daher ua einen Mittelwert von ua in diesem Gebiete, so 

wird vorstehender Ausdruck kleiner oder gleich 



= 0. 



lim 

f = 



■/' 



uc \fi»',q>')\d8 



und letzterer Ausdruck in der That gleich 0. Es zeigt 
sich also, dass die Integration über die Kugel in der Grenze 
für ^ = ersetzt werden darf durch die Integration über 
ein beliebiges Stück der Kugel, welches den Punkt ^, cp 
in seinem Innern enthält, d. h. es ist 

(^u) (Kr) 

lim f(&'(p')uadS = lim f(d''(p')uadS 24) 

t = oJ t = oJ 

III. Wir setzen 

(Su) 



f 



f{»\<p')uad8 = vi-\rV2, 
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wo 



im 

V2 






ist. Dann behaupten wir, dass 

lim Vi = fiS-^ cp) 

wird, und dass lim | V2 \ durch passende Wahl von g be- 
liebig klein gemacht werden kann. 

In der That, betrachten wir die Grösse vi und nehmen 
(T = 2, so wird 

71 2 71 1 — COS y 

Die Integrationen nach ^* und ^' kann man durch 
eine Integration nach y ersetzen, auf Grund der folgenden 
Gleichung von Poisson:*) 

7t 2 71 71 

^ / sin ^' dd^' / d(p* fir) = f(y) sin y dy. 

Somit erhalten wir 

(1 — cos y) 

t 



jt 



VI = n»,9)je * " -^dy 



und nach der Substitution x 





1 — cos y 



t 



VI == 



f{^,(p)je ""dx^n^.fh-e t) 



*) Vgl. Heine: H. d. K., § 72, Gl. 51 (c). 
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Also wird 

lim t^ = f('^,q>) 

t=nO 

Nehmen wir aber <r = 1, so ist 

n ' 2n 



2tc J J ^ {t-\-l — cosyy 



also auf Grund der Poissonschen Gleichung: 

-cosy)^ 



^/a \ f t sin ydy 



Die Substitution x = 7 — — liefert: 

■Vt 


Also wird auch in diesem Falle 

lim Vi = f{^.w) 
f = 

Wir zeigen ferner, dass lim 1 V2 1 beliebig klein ge- 

macht werden kann. Zu diesem Ende setzen wir vermöge 
der Gleichung 24) 

(Ku) (Kr) 

lim (f{^',(p') — f{^,<p))uad8= lim {f{^'y) — ti^,(p))uadS 

und bestimmen den Radius des Kreises {Kr), d. i. die 
Grösse g so, dass für alle Punkte ^' g>* im Innern des 
Kreises die Ungleichung gilt: 

Dann wird 

(Kr) I (Kr) 
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Die Grösse Ua ist stets positiv; wir haben daher 

(Kr) (Xu) 



ihfdS < uadS 



lim ff 



Letzteres Integral aber wird für c == 1 und 2 in der 
Grenze für ^ = 0, wie soeben gezeigt wurde, gleich 1. 
Wir erhalten schliesslich lim 1 i'2 | <! «• 

"Wir können also den Eadius g des sphärischen 

Kreises (Kr) so klein wählen, dass lim | V2 \ sich von 

t = 

beliebig wenig unterscheidet. 

IV. Das Ergebnis der Ueberlegungen unter IL und 
III. ist die Gleichung: 

(Ku) 

fi^\(p')uadS = lim (2;i + V2) = f{^,(p) 

t = 

Es hat also dieses Integral einen bestimmten Grenz- 
wert für ^ = 0, wie auch die stetige Function f beschaffen 
sein möge. Nach dem unter I Gesagten, ist derselbe gleich- 
zeitig der Grenzwert von 

2 ^4^^ ^^'^C^) /sin ^' d&' / d(p' f{^\cp') P" (cos y) 



Damit ist unsere Gleichung 23) bewiesen, wenigstens 
für den Fall, dass f (^, q>) eine stetige Function von ^ 
und (p ist. 

Um auch den allgemeineren Fall zu berücksichtigen, 
lassen wir zu, dass f in den Punkten Qi, Q2, Qs . . . . un- 
endlich werde. Solcher Punkte kann es unendlich viele 
geben. Dieselben werden sich in einzelnen Punkten oder 
auch in einzelnen Linien häufen. Wir haben dann die 
Unendlichkeitsstellen durch kleine Flächenstücke oder (im 
Falle des Auftretens von Häufungslinien) durch schmale 
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Flächenstreifen einzuschliessen und das Integral über die 
Kugelfläche nach Ausschluss dieser Flächenstücke und 
-streifen zu führen, ein Gebiet, welches wir (Ku)* nennen 
wollen. Wenn dann 



I- 



einen Sinn hat und sich um weniger als eine Grösse e 
ändert, wenn wir jene Flächenstücke um die Punkte Qi bez. 
jene Flächenstreifen um die Häufungslinien zusammenziehn, 
so wollen wir / (^, cp) integrabel nennen. Dabei muss e 
durch "Wahl des Inhaltes der Flächenstücke bez. -streifen 
von vom herein beliebig klein gemacht werden können. 
Mit dieser Bedingung wird noch verträglich sein, dass 
Strecken und Punkte in unendlicher Anzahl vorkommen, in 
denen die Function f unstetig oder unbestimmt ist, so je- 
doch, dass diese Strecken und Punkte in Flächenräume 
eingeschlossen werden können, deren Gesamtheit beliebig 
klein ist. Es sei nun P ein Punkt, welcher nicht zu den 
Qi gehört und es mögen m Linien*) in P endigen, in 
denen f unstetig ist; diese Linien mögen in P bestimmte 
Tangentenrichtungen haben und f möge zwischen je zwei 
von ihnen stetig sein. Bezeichnen wir dann die Winkel 
zwischen den Fortschreitungsrichtungen zweier Linien der 
Reihe nach mit ei, «2, cs, ..€»», und die Functionswerte 
von f in diesen Winkelräumen entsprechend mit /i, /k, . . 
fm (^, ff), so können wir unsere früheren Ueberlegungen 
auf jeden dieser Winkelräume einzeln anwenden, wenn wir 
statt über die ganze Kugel über einen Sektor mit dem 



*) Den Fall, dass m unendlich gross ist, d. h. den Fall, dass die 
Function f im Punkte P unendlich viele verschiedene Werte besitzt 
je nach der Richtung, in welcher man sich in den Punkt hinein- 
begiebt, schliessen wir im Folgenden aus. 
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Winkel €i integrieren. Wir finden dann den Wert unseres 
Integrales in der Grenze für ^ == gleich 

~ lim fi (^, qp), 

wo lim fi (^, cp) denjenigen Functionswert bedeutet, welcher 
sich für den Punkt ^, y aus den Werten von f innerhalb 
des Sektors e, stetig ableitet. Als Gesamtwert des Inte- 
grales erhalten wir so die Grösse 

2^ (€1 lim /i (^, (p) + €2 lim f^ (^, 9^) + . . . e„, lim fm {^, q>)). 
Eine Unbestimmtheit von der Grösse 

tritt in diesem Werte dann ein, wenn eine der Unstetig- 
keitskurven keine bestimmte Fortschreitungsrichtung besitzst, 
sondern die Verbindungslinie von P mit einem Curven- 
punkte um den Winkel ij» schwankt, während der Curven- 
punkt in P hineinrückt. Unbestimmtheiten treten ferner 
auf, wenn f (^, cp) selbst in einem Flächenstücke der Um- 
gebung von P innerhalb der Werte O und g unbestimmt 
ist. Bilden die von P aus gezogenen Begrenzungslinien 
dieses Flächenstückes den Winkel ij mit einander, so ist 
die Unbestimmtheit in dem Werte unserer Integrale gleich 

-^^ {O — g). Ein Verhalten von f, welches nur in einzelnen 

Punkten oder Linien unstetig ist, so dass die Werte von f 
in der ganzen Umgebung der Punkte, bez. zu beiden Seiten 
der Linien auseinander stetig hervorgehn, übt offenbar auf 
den Wert unserer Integrale einen Einfluss überhaupt nicht aus. 

Es gilt also in gewissem Sinne unsere Gleichung 23) 
auch für nur integrable Functionen f (^, qp). 

§ 16. Wir können endlich eine Darstellung durch 
Kugelfunctionen aus dem Fourierschen Integrale dreier 
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Variabein direkt herleiten. Es sei O eine stetige Function 
der Variabein x, y und z. Dann gilt unter allen Umstanden 
die Gleichung (vgl. pag. 27): 

1 f f f ~(A2-f-^2_|_,,2)tX^ 

(D {x,y,z) = lim j^^ j dl l d^i J dv e ip 



-^jäajäßjc 



' 00 •— 00 — 00 



dy O {a^ß^y)oosl{x — a)co8 f.i (y—ß) cos v{z — y) 

Die Grenzen der Integrale nach a, ß^ y seien endlich, 
mögen aber vorläufig nicht näher bestimmt werden. Das 
sechsfache Integral geht durch die pag. 50 angegebene 
Transformation über in die Form: 



{^7tf 



Q 



%^ dq da j dß dy (D (a, ß, y) ipo (q R) 





und durch die Transformationen von pag. 61 in 

(2^/'"" ^"^ ^ ^' "^V '' ^''J^'fj^^'' ^' ^^' F{r\^\(p') i1^o(qR). 

Hier ist {a^ß^y)^^ F{r*^^\(p% Wir bestimmen nun die 
Integrationsgrenzen in den Integralen der Gleichung 26) 
so, dass die Grenzen in den neuen Integralen möglichst 
einfach, nämlich nach r* gleich a und &, (wobei wir vor- 
aussetzen <1 a < 1 <1 6) nach cp* gleich und 25t, 
nach d-* gleich und tt werden. Sodann werde die Function 
xpQ {q R) durch ihre Entwickelung nach Kugelfunctionen 
ersetzt (vgl. pag, 61). In dem entstehenden Ausdrucke 
darf die Reihenfolge der Summation und der Integrationen 
vertauscht werden (vgl. pag. 64 und pag. 66). Jetzt machen 
wir über die Function F (r\ ^', qp') die specielle Annahme, 
dass sie von r' in bestimmter Weise abhänge. Wir setzen 
nämlich F {r\ &\ cp') = ^V fiß-*^ cp*). Femer nehmen wir 
zur Vereinfachung r •= 1 und schreiben abkürzend 



26) 
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Dl (0 = je~ ^'' *QdQJj„+.,, (Q) Jn+v. (Q r-) r' dr' 

a 

Der obige Ausdruck lautet dann: 

n 2 n 

2 -^^^ ^^ (0 Jsin ^' d^' Jd^.' f (^', 9') P- 

In dieser Eeihe haben wir die G-rösse Z>^ {t) als Con- 
vergenzfaktor aufzufassen. In der That wird erstens 

lim i)J(0 = 1; 
* = 

denn nach Gleichung 14) und 15) (oder richtiger den Er- 
weiterungen dieser Gleichungen fiir den Fall eines ge- 
brochenen n) ist der die Grösse D^ (t) definierende Integral- 
ausdruck weiter nichts als die Darstellung der Function 
f (r) = 1 durch Cylinderfunctionen und zwar für die 
Stelle r = 1. Ist also, wie vorausgesetzt, a <] 1 <C 6, 
so haben wir in der That lim Z>^ (t) = 1. Femer be- 

schleunigt dieser Faktor die Convergenz der Reihe von 
Kugelfunctionen, solange ^ > ist. Die Grösse 2)^ (t) ver- 
dient daher den Namen eines Convergenzfactors. 

Unsere ursprüngliche Gleichung 24) geht mithin für 
den Wert r = 1 über in die folgende Gleichung: 



welche bis auf eine etwas andere Definition des Conver- 
genzfactors mit unserer Gleichung 23) übereinstimmt, und 
welche für den Parameterwert ^ = die bekannte von 
Laplace aufgestellte, von Dirichlet bewiesene Darstellung 
einer willkürlichen Function durch Kugelfunctionen wieder- 



— 73 — 

giebt. "Wir erhalten also das überraschende Eesultat, dass 
die letztere Darstellung von der Fourierschen nicht wesent- 
lich verschieden ist. 

§ 17. In den Anwendungen treten Entwickelungen 
nach Kugelfiinctionen bei den Problemen der 'Wärmeleitung 
und der Elasticität auf, welche gleichfalls stets mit Con- 
vergenzfaktoren behaftet sind. Freilich sind es nicht 
direkt die Grössen C^(t) und D^{t\ welche im Wesentlichen 
aus einem Integrale von der Form 
jp 
J e ^~ + V2 (Qr) Jn+y, (? r') q dq 

bestanden, sondern es sind Summen, welche entsprechend 
gebildet werden, nämlich Summen von der Form 

^{Qi) e * Jn+ 1/2 (Qi r) Jn + 1 {Qi r% 

WO die Qi als Wurzeln der Gleichung: 
«^+Va(?^o) = 

definiert werden. Die Analogie dieser Summen mit unseren 
Integralen macht es wahrscheinlich, dass auch sie die Gon- 
vergenz der Kugelfunctionen-Reihe bewirken werden, un- 
abhängig von der Beschaffenheit von f. Es würde damit 
bewiesen sein, dass jene Probleme, welche die Kugel be- 
treffen, unter allen Umständen gelöst werden können. 
Jedoch würde die Untersuchung in diesem Falle neue 
Hülfsmittel erforderlich machen und sich nicht der in 
dieser Arbeit befolgten Methode anpassen. 

§ 18. Wir wollen endlich darauf hinweisen, dass 
noch ganz andere Classen von Convergenzfactoren in der 
mathematischen Physik eine Rolle spielen und gleichzeitig 
Gelegenheit nehmen, eine Ungenauigkeit zu berichtigen. 
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welche sich in ßiemanns Vorlesungen über Schwere, Elek- 
trizität und Magnetismus vorfindet. In § 109 derselben 
soll die Gleichung: 



bewiesen werden, ohne dass über die Beschaffenheit von f 
nähere Voraussetzungen gemacht werden. In diesem Um- 
fange ist die Gleichung 27) natürlich nicht richtig. Die- 
selbe soll aus einer Formel der Potentialtheorie, nämlich 
der Gleichung folgen: 

wo /"(^j q>) die Dichte der elektrischen oder magnetischen 
Massenbelegung auf der Kugeloberfläche bedeutet, und 

27t n 
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zu setzen ist. Wir wollen unter Benutzung der positiven 
Parameter t und t' schreiben 

(L) =1_<; («) =1_, 

Dann folgt aus 28): 



2 7t n 



/ 27t 7t 



<' = o/— 4^ 
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wofür man auch, wie man leicht sieht, setzen darf: 



27r 



/'(^,9)) = lim 2^f^ (1-^)** d<p' d^*^^ri^*P*'K^\<P')' .29) 

~~ 

Diese Gleichung besteht nun in der That für jede 
Function f — ein Umstand, welcher durch den Convergenz- 
factor (1 — ty bewirkt wird, — während in der Gleichung 27) 
f gewissen Stetigkeitsbedingungen unterworfen werden 
muss. Die Gleichung 29) wird in dieser Weise in Eiemanns 
Vorlesungen in der That bewiesen, dann aber nach still- 
schweigender Unterdrückung des Convergenzfactors mit 
der Gleichung 27) identificiert. Abgesehen davon, dass 
Letzteres unerlaubt ist und zu einem unrichtigen Resultate 
führt, kommt für die Anwendung auf das magnetische 
Potential lediglich die Gleichimg 29) und nicht die 
Gleichung 27) in Betracht. Denn es handelt sich hier 
darum, das Potential auf der Fläche r = a (bez. ^ = 0) 
als Grenzwert des Potentials auf den benachbarten Flächen 
durch stetigen Uebergang herzuleiten. 

Die physikalische Bedeutung des Parameters t weicht 
in diesem Falle von der früheren ab. Während früher 
t als Coordinate der Zeit zu denken war, tritt t hier als 
Parameter eines Flächensystemes auf. 



Berichtigung. 



In den dieser Arbeit beigefügten physikalischen Bei- 
spielen (vgl. pg. 4, 47 und 73) ist die Beziehung auf die 
Theorie der Elasticität irrtümlich, da in der partiellen 
Differentialgleichung derselben (vgl. pag. 4) a^ als positiv, 
in dieser Arbeit dagegen a^ als negativ vorausgesetzt wird. 
Die betreffenden Darstellungen finden daher ihre An- 
wendung nicht in der Elasticitätstheorie, sondern (für a^ = 1) 
in der Potentialtheorie. 



Thesen. 



I. Die mit der gewöhnlichen Darstellungstheorie im 
"Widerspruch stehende Thatsache, dass bei dem Pro- 
bleme „eine harmonische Function für ein gegebenes 
Grebiet zu construieren" die Darstellung einer jeden 
willkürlichen Function in den Eandpunkten möglich 
ist, findet ihre Erklärung darin, dass die Darstellung 
im Sinne der vorstehenden Arbeit Convergenzfaktoren 
enthält. 

n. Kants Bemerkungen über die Apriorität von Eaum 
und Zeit sind nicht gleichwertig. 
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